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1.1. Корень степени n 7
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Раздел 1. Выражения и преобразования8

1.1. Корень степени п

1.1.1. Понятие корня степени п

Êîðíåì ñòåïåíè n èç ÷èñëà à íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî, ï-ÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà à; à — äåéñ-
òâèòåëüíîå ÷èñëî.

Íàïðèìåð, êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè èç 8 ðàâåí 2, ïîñêîëüêó 23 = 8; êîðåíü ÷åòâåðòîé ñòåïåíè 
èç ÷èñëà 16 ðàâåí 2 èëè −2, ïîñêîëüêó 24 = 16 è (−2)4 = 16; êîðåíü äåñÿòîé ñòåïåíè èç 0 ðàâåí 0, 
ïîñêîëüêó 010 = 0.

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ, êîðåíü ñòåïåíè ï — ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ xn = a. ×èñëî êîðíåé 
ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò ï è à.

Åñëè ï — ÷åòíîå, òî åñòü n = 2k, k ∈ N, òî óðàâíåíèå x2k = a èìååò äâà êîðíÿ, åñëè a > 0; îäèí 
êîðåíü, åñëè à = 0; íå èìååò êîðíåé, åñëè a < 0.

Åñëè ï — íå÷åòíîå, òî åñòü n = 2k − 1, k ∈ N, òî óðàâíåíèå x2k–1 = a âñåãäà èìååò òîëüêî îäèí 
êîðåíü.

� ��� xn = a íàçûâàþò àðèôìåòè÷åñêèì 
êîðíåì ï-é ñòåïåíè èç ÷èñëà à.

Àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì ñòåïåíè n èç íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà à íàçû-
âàåòñÿ òàêîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, ï-ÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà à.

Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü ñòåïåíè n èç ÷èñëà à îáîçíà÷àþò òàê: an . ×èñ-
ëî ï íàçûâàþò ïîêàçàòåëåì êîðíÿ, ÷èñëî à — ïîäêîðåííûì âûðàæåíèåì.

Åñëè ï = 2, òî âìåñòî a2 ïèøóò a  è íàçûâàþò àðèôìåòè÷åñêèì êâàä-
ðàòíûì êîðíåì.

Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè íàçûâàþò êóáè÷åñêèì êîðíåì.
Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîíÿòíî, ÷òî ðå÷ü èäåò îá àðèôìåòè÷åñêîì êîðíå ñòåïåíè ï, êîðîòêî ãîâî-

ðÿò «êîðåíü ñòåïåíè ï» èëè «êîðåíü ï-é ñòåïåíè».



1.1. Корень степени n 9

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå çíà÷åíèå:

à) 83 ;  á) 814 ; â) 15 ; ã) 0100 .
Ðåøåíèå.

à) 8 23 = , ïîñêîëüêó 23 = 8 è 2 > 0;

á) 81 34 = , ïîñêîëüêó 34 = 81 è 3 > 0;

â) 1 15 = , ïîñêîëüêó 15 = 1 è 1 > 0;

ã) 0 0100 = , ïîñêîëüêó 0100 = 0 è 0 = 0.
Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü ÷åòíîé ñòåïåíè ñóùåñòâóåò òîëüêî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë:

a x a k Nk2 0= ≥ ∈, , .
Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü íå÷åòíîé ñòåïåíè ñóùåñòâóåò èç ëþáîãî ÷èñëî, ïîñêîëüêó

− = − ∈+ +a a k Nk k2 1 2 1 , .

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå çíà÷åíèå:

à) −83 ; á) −2435 .
Ðåøåíèå.

à) − = − = −8 8 23 3 ;

á) − = − = −243 243 35 5 .
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêîãî êîðíÿ ñòåïåíè ï ñëåäóåò:

1. Åñëè an ñóùåñòâóåò, òî ( ) .a an n =

2. a a
a a

a a k
kk 22 0

0
= =

≥
− < ∈

⎧
⎨
⎩

, ;

, , .

åñëè

åñëè ãäå Ν

3. a akk 2 12 1 ++ = ,  ãäå k ∈ N.

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü

( )a b− 88  ïðè à) a ≥ b; á) a < b.

Ðåøåíèå.

( ) .a b a b− = −88

à) åñëè a ≥ b, òî a − b ≥ 0 è |a − b| = a − b, ñëåäîâàòåëüíî, ( ) ;a b a b− = −88

á) åñëè a < b, òî a − b < 0 è |a − b| = −(a − b) = b − a, ñëåäîâàòåëüíî, ( ) .a b b a− = −88

1.1.2. Свойства корня степени n
 Корень из произведения и произведение корней

Êîðåíü èç ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìíîæèòåëåé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ êîðíåé èç ýòèõ 
ìíîæèòåëåé:

åñëè a ≥≥ 0, b ≥≥ 0, òî ab a bn n n= ⋅ .
Ïîìåíÿâ ìåñòàìè â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, âûðàæàþ-

ùåå ïðàâèëî óìíîæåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ êîðíåé ï-é ñòåïåíè:

a b abn n n⋅ = ,  ãäå a ≥ 0, b ≥ 0.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé:

à) 0 027 1253 , ;⋅  á) 256 0 00814 ⋅ , .
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Ðåøåíèå.

à) 0 027 125 0 027 125 0 3 5 1 53 3 3, , , , ;⋅ = ⋅ = ⋅ =

á) 256 0 0081 256 0 0081 4 0 3 1 24 4 4⋅ = ⋅ = ⋅ =, , , , .

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

à) 2 5003 3⋅ ;  á) 324 44 4⋅ .
Ðåøåíèå.

à) 2 500 1000 103 3 3⋅ = = ;     á) 324 4 324 4 18 2 3 2 64 4 4 2 24 4 44⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = .

Ï ð è ì å ð  3. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

( ) .7 2 10 7 2 10 2+ + −
Ðåøåíèå.

( ) ( ) ( )7 2 10 7 2 10 7 2 10 2 7 2 10 7 2 10 7 2 102 2 2+ + − = + + + ⋅ − + − =

= + + − + − = + − ⋅ = + ⋅ =7 2 10 2 7 2 10 7 2 10 14 2 49 4 10 14 2 3 202 2( ) .

Ï ð è ì å ð  4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

à) 4 2 2 4 2 23 3+ ⋅ − .
Ðåøåíèå.

4 2 2 4 2 2 4 2 2 4 2 2 4 2 2 16 8 8 23 3 3 2 23 3 3+ ⋅ − = + − = − = − = =( )( ) ( ) .

Корень из частного и частное корней

÷àñòíîìó êîðíþ èç äåëèìîãî, äåëåííîìó íà êîðåíü èç äåëèòåëÿ:

åñëè a ≥ 0 è b > 0, òî
a

b

a

b
n

n

n
= .

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, âûðàæàþ-
ùåå ïðàâèëî äåëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ êîðíåé ï-é ñòåïåíè:

a

b

a
b

n

n
n= , ãäå a ≥ 0, b > 0.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé:

à)
125

1000
3 ;  á) 

625

16
4 ;  â) 3

3

8
3 .

Ðåøåíèå.

à)
125

1000

125

1000

5

10

1

2
3

3

3
= = = ;    á)

625

16

625

16

5

2
2 54

4

4
= = = , ;     â) 3

3

8

27

8

27

8

3

2
1 53 3

3

3
= = = = , .

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

à)
54

2

3

3
;  á)

80

5

4

4
.

Ðåøåíèå.

à)
54

2

54

2
27 3

3

3
3 3= = = ; á)

80

5

80

5
16 2

4

4
4 4= = = .



1.1. Корень степени n 11

Корень из степени и степень корня
Ïðè âîçâåäåíèè êîðíÿ â ñòåïåíü íóæíî âîçâåñòè â ýòó ñòåïåíü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå, îñòà-

âèâ òîò æå ïîêàçàòåëü êîðíÿ:

åñëè a > 0, òî ( )a an k kn= , ãäå n ∈∈ N, n ≥≥ 2.

Åñëè ïîêàçàòåëü êîðíÿ è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ óìíîæèòü èëè ðàçäå-
ëèòü íà îäíî è òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî òî çíà÷åíèå êîðíÿ íå èçìåíèòñÿ:

a amknk mn) ,= ãäå a ≥≥ 0, n ∈∈ N, n ≥≥ 2.

Ï ð è ì å ð  1. Óïðîñòèòå:

à) ( ) ; ) .1 2 2 23 2 3+ á

Ðåøåíèå.

à) ( ) ( ) .1 2 1 2 1 2 2 2 3 2 23 2 23 3 3+ = + = + + = +

á) 2 2 2 2 2 2 23 23 33 36= ⋅ = = = .

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

à) 593 ; á) 0 3105 , .
Ðåøåíèå.

à) 5 5 5 12593 3 33 3= = =( ) ;   á) 0 3 0 3 0 3 0 09105 2 55 2, ( , ) , , .= = =

Ï ð è ì å ð  3. Óïðîñòèòå:

à) a63 ; á) a204 .
Ðåøåíèå.

à) a a a63 2 33 2= =( ) ;      á) a a a a204 5 44 5 5= = =( ) .

Корень степени m из корня степени п
×òîáû èçâëå÷ü êîðåíü èç êîðíÿ, íóæíî èç ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ èçâëå÷ü êîðåíü ñ ïîêàçà-

òåëåì, êîòîðûé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äâóõ äàííûõ ïîêàçàòåëåé:

åñëè a ≥ 0, òî a anm mn= , m ≥≥ 2, n ≥≥ 2.

Ï ð è ì å ð  1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

à) 334 ;  á) 23 ; â) 4 434 .
Ðåøåíèå.

à) 3 334 12= ;  á) 2 23 6= ; â) 4 4 4 4 4 434 334 412 3= ⋅ = = .

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

à) 40964 ;  á) 12964 ; â) 7296 .
Ðåøåíèå.

à) 4096 4096 64 84 = = = ;

á) 1296 1296 36 64 = = = ;

â) 729 729 27 36 3 3= = = .
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Корень из произведения и частного степеней
Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

à)
3 5

7

10 5

10
5

⋅
; á) 

9

2 5

9

12 6
6

⋅
.

Ðåøåíèå.

à)
3 5

7

3 5

7

3 5

7

3 5

7

45

49

10 5

10
5

105 55

105

2 55 55

2 55

2

2

⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =( )

( )
;

á)
9

2 5

9

2 5

3

2 5

3

2 5

3

2 5

9

12 6
6

96

126 66

186

126 66

3 66

2 6 666

3

2⋅
=

⋅
=

⋅
=

⋅
=

⋅
( )

( )
== =27

20
1

7

20
.

Корень из произведения и частного корней
Ï ð è ì å ð  1. Óïðîñòèòå:

a ab a b a b23 24 56 7 387 ⋅ ⋅ : .

Ðåøåíèå.

a ab a b a b a ab a b a b23 24 56 7 387 2 412 2 312 5 212 7 387⋅ ⋅ = ⋅ =: ( ) ( ) ( ) :

7

= = =a a b a b a b a b a b a b a b8 3 6 10 212 7 387 21 812 7 387 21 8 224 7 3 3247: : ( ) : ( ) == = =

= =

a b

a b
a b

a b a b

42 16

21 9
247 21 7247

21 7724 324 .

Другие комбинации свойств корней степени п
Ï ð è ì å ð  1. Óïðîñòèòå:

à) 2 63 ; á) 4 53 ; â) 2 x ;  ã) 2 244 .
Ðåøåíèå.

à) 2 6 4 6 24 243 3 3 6= ⋅ = = ;

á) 4 5 16 5 80 803 3 3 6= ⋅ = = ;

â) 2 4 4 44x x x x= ⋅ = = ;

2 2 16 2 32 3244 4 44 44 16= ⋅ = = .

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

5 2 2

5 2 2

5 2 2

5 2 2

+
−

+ −
+

.

Ðåøåíèå.

5 2 2

5 2 2

5 2 2

5 2 2

5 2 2

5 2 2 5 2 2

5 2 2

5 2 2 5 2 2

2 2+
−

+ −
+

= +
− +

+ −
+ −

=( )

( )( )

( )

( )( )

225 20 2 8

25 8

25 20 2 8

25 8

66

17
3

15

17

+ +
−

+ − +
−

= = .

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

4 7 23 8 74+ ⋅ − .
Ðåøåíèå.

4 7 23 8 7 4 7 23 8 7 16 8 7 7 23 8 74 24 4 4 4+ ⋅ − = + ⋅ − = + + ⋅ − =( )

= + ⋅ − = − = − = =23 8 7 23 8 7 23 8 7 529 448 81 34 4 3 24 4 4( ) .



1.1.3. Тождественные преобразования иррациональных выражений
Вынесение множителя из-под корня
Åñëè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ìíîæèòåëÿ ïîä êîðíåì áîëüøå, ÷åì ïîêàçàòåëü êîðíÿ, òî ðàöèîíàëü-

íûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè èç-ïîä çíàêà êîðíÿ:

a a a a a a a a nn+m n mn nn mn mn n= ⋅ = ⋅ = > ∈ ≥, , , .   0 N 2n

Ï ð è ì å ð. Âûíåñòè ìíîæèòåëü èç-ïîä êîðíÿ.

à) 275 ; á) 24; â) 25004 ;  ã) a b11 43 ⋅ .
Ðåøåíèå.

à) 2 2 2 2 2 2 475 5 25 55 25 5= ⋅ = ⋅ = ;                  á) 24 4 6 2 6 2 6 2 62 2= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ;

2500 625 4 625 4 5 2 5 24 4 4 4 24= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ;

ã) a b a a b b a b a b a b a b11 43 9 2 33 9 33 23 3 23⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ .

Îòâåò: à) 2 45 ; á) 2 6; â) 5 2;  ã) a b a b3 23⋅ ⋅ ⋅ .

Внесение множителя под корень
Åñëè ðàöèîíàëüíûé ìíîæèòåëü ñòîèò ïåðåä êîðíåì, òî åãî ìîæíî âíåñòè ïîä êîðåíü. Äëÿ ýòîãî 

íóæíî ýòîò ìíîæèòåëü âîçâåñòè â ñòåïåíü êîðíÿ: 

a b a b a bn nn n nn⋅ = ⋅ = , a ≥ 0, b ≥ 0, n ∈∈ N, n ≥≥ 2.

Äëÿ êîðíåé ÷åòíîé ñòåïåíè â çàâèñèìîñòè îò çíàêà a èìååì: a b a bn nn⋅ =2 22 , åñëè a ≥ 0, b ≥ 0; 
a b a bn nn2 22= − ,  åñëè a ≤ 0, b ≥ 0.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êâàäðàòíûõ êîðíåé: a b a b= 2 ,  åñëè a ≥ 0, b ≥ 0; a b a b= − 2 , åñëè a ≤ 0, b ≥ 0.

Ï ð è ì å ð .  Âíåñòè ìíîæèòåëü ïîä êîðåíü:

a) 3 63 ; á) a b a a2 5 5 8
25

0⋅ − <; ) , .â

a) 3 6 3 6 27 6 1623 33 3 3= ⋅ = ⋅ = ; a b a b a b a b a b a b2 5 105 5 105
2

25
25

25
25

⋅ = ⋅ = − = =; ) .â

Îòâåò: à) 1623 ; á) a b a b105 2; ) .â

Приведение подкоренного выражения к целому виду
Ïðèâåñòè ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå ê öåëîìó âèäó — ýòî çíà÷èò îñâîáîäèòü ïîäêîðåííîå âûðà-

æåíèå îò çíàìåíàòåëÿ (åñëè îí åñòü):

a
b

a b
b b

a b
b

a b

b b
a bk

n

n k

k n k
n

n k

n
n

n

nn

n kn= ⋅
⋅

= ⋅ = ⋅ = ⋅
−

−

− −
−

n k 1 . Åñëè à ≥≥ 0, b > 0,

Ï ð è ì å ð .
3

5

3 5

5 5

3 5

5

15
5

1
5

15
2

3
2

3

3

33

3
3= ⋅

⋅
= ⋅ = = .

1
5

153 .
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 1.1.
«Корень степени п»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Âû÷èñëèòå 5
1

16
4 .

Â2. Âû÷èñëèòå 81 965 ⋅ .

Â3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ( ) .4 7 4 7 2− − +

Â4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
7

7 3

3

7 3+
+

−
.

Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 4 2 2 4 2 23 3+ ⋅ − .

Â6. Âû÷èñëèòå 3 12 2 27( ).−

Â7. Âû÷èñëèòå 48 2 3 2 5 12− −( ).

Â8. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ( ) .6 4 2 6 4 2 2+ + −

Â9. Âû÷èñëèòå 52 5 52 53 3− ⋅ + .

Â10. Âû÷èñëèòå 10 3 10 33 37 − ⋅ + .

Â1Â1

Â2Â2

Â3Â3

Â4Â4

Â5Â5

Â6Â6

Â7Â7

Â8Â8

Â9Â9

Â10Â10

Примеры заданий ЕГЭ



Примеры заданий ЕГЭ 15

Â11. Âû÷èñëèòå 0 027 125 256 0 00813 4, , .⋅ + ⋅

Âû÷èñëèòå 
125

1000

625

16
3 4− .

Â13. Âû÷èñëèòå 3
3

8

80

5
3

4

4
− .

Â14. Âû÷èñëèòå 324 4
54

2
4 4

3

3
⋅ + .

Â15. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 0 3 210 155 , .⋅

Â16. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
1

2
4

20

3010
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⋅ .

Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2 3 7 4 33 6− ⋅ + .

Â18. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 11 6 2 11 6 2+ + − .

Â11Â11

Â12Â12

Â13Â13

Â14Â14

Â15Â15

Â16Â16

Â17Â17

Â18Â18
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1.2. Степень с рациональным показателем

1.2.1.  Понятие степени с рациональным показателем

Степень с натуральным показателем
ï-é íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà à íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî b, ïîëó-

÷àåìîå â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ÷èñëà à ñàìîãî íà ñåáÿ ï ðàç:

a b a a a ... an

n

= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
ðàç

� 	�� 
�� .

ï-þ ñòåïåíü ÷èñëà à îáîçíà÷àþò àï è ïèøóò

b = an.

×èñëî à íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè, à ÷èñëî ï — ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè (ï ≥ 2, n ∈ Z).

0n = 0, 1n = 1, a1 = a.

Íàïðèìåð:
51 = 5; 34 = 3 ⋅ 3 ⋅ 3 ⋅ 3 = 81; (−2)3 = (−2) ⋅ (−2) ⋅ (−2) = −8.

Степень с целым показателем
Ïðè à ≠ 0 ïî îïðåäåëåíèþ à0 = 1, 00 — íå îïðåäåëåíî.

Ïðè à ≠ 0 ïî îïðåäåëåíèþ a
a

n
n

− = 1
(ï — íàòóðàëüíîå ÷èñëî).

Íàïðèìåð:

8
1

8
1− = ; 5

1

5

1

125
3

3
− = = ; ( )

( )
;− =

−
=−3

1

3

1

9
2

2

0–5 — íå îïðåäåëåíî.

Степень с рациональным показателем 

a a
n
m nm= ,

ãäå a > 0, m ∈ N, m > 2, n ∈ Z.

Íàïðèìåð:

25 25 25 5
1

2 12= = = ; 4 4 16
2

3 23 3= = ;

2 2
1

8

3

5 35 5
− −= = . a an n

1

= ,

à ≥ 0, ï — íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ï ≥ 2.
Íàïðèìåð:

27 27 3
1

3 3= = ; 2 2
1

5 5= ; ( )−5
1

3 — íå îïðåäåëåíî.
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1.2.2.  Свойства степени с рациональным показателем

Произведение степеней с одинаковыми основаниями
Ïðè óìíîæåíèè ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè îñíîâàíèå îñòàâëÿþò ïðåæíèì, à ïîêà-

çàòåëè ñòåïåíåé ñêëàäûâàþò:
apaa ⋅ aq = apa +q (apaa +q = apaa  ⋅ aq).

Ï ð è ì å ð  1. Ïðåäñòàâüòå âûðàæåíèå â âèäå ñòåïåíè:

à) b b b b
2

3

1

2

2

3

1

2

7

6⋅ = =
+

;

x x x x x x
1

2

1

4

3

4

1

2

1

4

3

4

1

2

1

2 0 1⋅ ⋅ = = = =
− + − −

 ïðè õ ≠ 0.

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

à) 2 2
4

5

11

5⋅ ;  á) 5 5
2

7

5

7⋅ .
Ðåøåíèå.

à) 2 2 2 2 2 8
4

5

11

5

4

5

11

5

15

5 3⋅ = = = =
+

;

á) 5 5 5 5 5
2

7

5

7

2

7

5

7 1⋅ = = =
+

.

. Âû÷èñëèòå:

à)
1

27

27

1
27 3 3 3 3

1

3

1

3
1

3 3
1

3
3

1

3 1⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = = = =
− ⋅

( ) ;

16

0 0625

0 0625

16

0 0625

16

0 5

2

1

4

1

4

1

4

1

4

4
1

4

,

, , ( , )

(

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =
−

44
1

4

4
1

4

4
1

4

1

1

0 5

2

0 5

2
0 25

)

, ,
, .= = =

⋅

⋅

Частное степеней с одинаковыми основаниями

Ïðè äåëåíèè ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè îñíîâàíèå îñòàåòñÿ ïðåæíèì, à èç ïîêàçà-
òåëÿ ñòåïåíè äåëèìîãî âû÷èòàþò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äåëèòåëÿ:

apaa : aq = apaa –q; a a a
a

a
p q p q

p

q
− = =

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟: èëè

a

a
a

p

q
p q= − .

Ï ð è ì å ð  1. Óïðîñòèòå:

à) a a a a a
13

15

2

3

13

15

2

3

3

15

1

5: ;= = =
−

á) y y y y y
5

9

1

6

5

9

1

6
5

9

1

6

13

18: ;
− − −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+
= = =

â)
z

z
z z z

−

−
− − − − += = =

0 3

0 8
0 3 0 8 0 3 0 8 0 5

,

,
, ( , ) , , , .

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

128 32

81 64

2 2

9 4

2 2

9 4

2 2

9 4

1

9

7 5

3

77 55

2 33

7

7

5

5

2

2

3

3

⋅
⋅

= ⋅

⋅
= ⋅

⋅

= ⋅
⋅

= .

1.2. Степень с рациональным показателем



Раздел 1. Выражения и преобразования18

Степень степени
Ïðè âîçâåäåíèè ñòåïåíè â ñòåïåíü íóæíî ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ïåðåìíîæèòü, à îñíîâàíèå îñ-

òàâèòü ïðåæíèì:

(apa )q = apqaa  (apqaa  = aq ⋅ apaa ).

Ï ð è ì å ð  1. Óïðîñòèòå:

à) x x x
4

7

7

9 4

7

7

9

4

9( ) = =
⋅

;

( ) ., , ,a a a− − ⋅ −= =1 8
4

9
1 8

4

9 0 8

Ï ð è ì å ð  2. Ïðåäñòàâüòå âûðàæåíèå â âèäå ñòåïåíè ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì:

b b b b b b b34
3

4

1

2

1

4 3

4

1

8

7

8= ( ) = ⋅ = .

Ï ð è ì å ð  3. Âû÷èñëèòå:

à)
4

5

4

5

4

5

16

25

3
2

3 3
2

3
2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
− − − ⋅ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

;

16 16 16 2 2 2 8
1

3

9

4 1

3

9

4

3

4 4
3

4
4

3

4 3( ) = = = = = =
⋅ ⋅

( ) .

Степень произведения и частного
ð-ÿ ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ð-õ ñòåïåíåé ìíîæèòåëåé:

(ab)p = apaa ⋅ bp ((apaa ⋅ bp) = (ab)p).

ð-ÿ ñòåïåíü äðîáè ðàâíà ð-é ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ, äåëåííîé íà ð-þ ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ:

a

b

a

b

p p

p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= a

b

a

b

p

p

p

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ;

a

b

b

a

p p⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

.

Ï ð è ì å ð  1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ:

à) ( ) ( ) ( ) ;a b a b a b a b ab3 6
1

3 3
1

3 6
1

3
3

1

3
6

1

3 1 2 2= ⋅ = ⋅ = =
⋅ ⋅

á) x y x y x y x y xy
− −

−
−

−

− − − ⋅ − − ⋅ −( ) = ( ) ⋅ = = =
1

4 2

4 1

4

4

2 4
1

4
4 2 4 1 8 8( ) ;

( ) ( )

â)
b

x

b

x

b

x

b

x

b

x

3

6

1

3 3
1

3

6
1

3

3
1

3

6
1

3

1

2 2

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= = = =

⋅

⋅

( )

( )

.

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

à)
9 5

75

3 75

5

3 3 5
3

2

2

3

1

3

4
2

3

2

2

3

3

4 2
3

2 2⋅
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ = ⋅

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

= ⋅ ⋅
−

−

⋅
( )

55

3 3 5

5
2

3

3

4
3 2

2

3

3

4
⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

= ⋅ ⋅⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

=

= ⋅( ) = ⋅ ( ) = ⋅ = ⋅ =
− ⋅ ⋅

3 5 3 5 3 5 3 5 1354 2
2

3

3

4
4

3

4

4

3

3

4 4
3

4

4

3

3

4 3( ) ;
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á)
4 2

2 64

25 5

9 3

0 7 0 4

1
1

3

3

4 0 3 1 4

1

4 2 5

1
, , , ,

,

⋅

⋅

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

⋅ ⋅

⋅

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

−

− − −

22 2 0 7 0 4

1 6
1

3

3

4 2 0 3 1 4

2
1

4

2 2

2 2

5 5

3 3

= ⋅

⋅

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

⋅ ⋅

⋅

−

− −

( )

( )

( )

( )

, , , ,

−−

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

=
2 5

1

2

,

= ⋅
⋅

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ⋅ ⋅

⋅

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

−

− −
−

2 2

2 2

5 5

3 3

1 4 0 4

1 2

3

4 0 6 1 4

1

2 2 5

1

, , , ,

,

22

3

3

4
2

2

1

2
4

3

4 2
1

2 2
1

2 32

2

5

3
2 5 3 2 5= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅

− −
( ) ( ) ( ) 33 120= .

 Сравнение степеней с различными основаниями
Ïóñòü r — ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è 0 < a < b. Òîãäà

ar < br ïðè r > 0,

ar > br ïðè r < 0.

Ï ð è ì å ð  1. Ñðàâíèòå:

à) 2
1

2 è 3
1

2;  á) 0 3
1

2, è 0 5
1

2, ;  â) 7
1

3 è 7
2

6.

Ðåøåíèå.

à) Òàê êàê 0 < 2 < 3 è 
1

2
> 0, òî 2 3

1

2

1

2< .

á) Òàê êàê 0 < 0,3 < 0,5 è 
1

2
> 0, òî 0 3 0 5

1

2

1

2, , ;< .      â) 7 7 7
1

3

2

6

1

3= = .

Ï ð è ì å ð  2. Ñðàâíèòå:

à) 5
2

7 è 3
2

7;  á) (−8)–15 è (−7)–15.

Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó 5 > 3, òî 5 3
2

7

2

7> .

á) Òàê êàê 7 < 8, òî 7–15 > 8–15, òîãäà −7–15 < −8–15 èëè (−7)–15 < (−8)–15.

Ï ð è ì å ð  3. Ñðåäè âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë, êîòîðûå áîëüøå 794 ,  óêàæèòå íàèìåíüøåå.

Ðåøåíèå.

Ïîñêîëüêó 2 79 34< < ,  òî ÷åòíûìè ÷èñëàìè, êîòîðûå áîëüøå 794 , ÿâëÿþòñÿ 4, 6, 8, …, à íà-

èìåíüøèì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ 4.

Îòâåò: 4.

Сравнение различных степеней с одинаковыми основаниями
Äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë r è s èç íåðàâåíñòâà r > s ñëåäóåò, ÷òî

ar > as ïðè a > 1,    ar < as ïðè 0 < a < 1.

Ï ð è ì å ð  1. Ñðàâíèòå:

à) 2 3  è 2 2; á) 2–3 è 2–4; â) 2 2−  è 2 3− .

Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó 3 2> ,  è 2 > 1, òî 2 23 2> .

á) Ïîñêîëüêó −3 > −4, è 2 > 1, òî 2–3 > 2–4.

â) Ïîñêîëüêó − > −2 3, è 2 > 1, òî 2 22 3− −> .

1.2. Степень с рациональным показателем
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Ï ð è ì å ð  2. Ñðàâíèòå:

à)
1

2

2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

è
1

2

3⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

;  á)
1

2

1

2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

è
1

2

0 5⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,

; â) 
1

2

3⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

è
1

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−π

.

Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó 2 3 0
1

2
1< < <è ,  òî

1

2

1

2

2 3⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

.

á) Ïîñêîëüêó
1

2
0 5 0

1

2
1= < <, ,è  òî

1

2

1

2

1

2
0 5⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,

.

â) Ïîñêîëüêó −3 > −π 0
1

2
1< <è , òî 

1

2

1

2

3⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

< ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− −π

.

 Произведение и частное степеней с одинаковыми основаниями
Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à)
6 6

6 36

1

3 1 5

6 3

⋅
⋅

,

; á) 
4 8

2

4
3

4

14

⋅
−

.

Ðåøåíèå.

à)
6 6

6 36

6 6

6 6

6

6

6

1

3 1 5

6 3

1

3 1 5

1

6

2

3

1

3
1 5

1

6

2

3

1

3
1 5

1

6

2

3⋅
⋅

= ⋅

⋅

= =
+

+

+ − −, , ,
,

== =
−

6 6
1 5

1

2
,

;

á)
4 8

2

2 2

2

2 2

2

2 2 8
4

3

4

14

2

4 3
3

4

1

4

1

2

9

4

1

4

1

2

9

4

1

4 3⋅ = ⋅ = ⋅ = = =
− − −

+ +( )
.

Ï ð è ì å ð  2. Óïðîñòèòå:
xy x

x y

4

5 1 53

35

⋅
−

,

.

Ðåøåíèå.

xy x

x y

x y x

x y

x y x

x

4

5 1 53

35

1

2

4

5

1

2
1 5

1

3

3

5

0 5 0 4 0 5⋅
=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⋅

=
− −

,

,

, , ,
( )

⋅⋅
= = =−

+ − +

y
x y x y y

0 6
0 5 0 5 1 0 4 0 6 0 1

,
, , , , .

Другие комбинации свойств степеней
Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

49

7
6

1

0 5
0 5−

−
+

−

−
d

d
d

,
, , åñëè d = 64.

Ðåøåíèå.
49

7
6

7 7

7
6 7

1

0 5
0 5

0 5 0 5

0 5
0 5 0−

−
+ = − +

−
+ = +

−

−

− −

−
−d

d
d

d d

d
d d

,
,

, ,

,
, ,( )( ) 55 0 56+ =d ,

= + + ⋅ = + + ⋅ = + + =
−

7 64 6 64 7
1

64
6 64 7

1

8
48 55

1

8

1

2

1

2 .
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Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

4 4 0 25 3 2 0 51 5 0 25 3 5 1 25⋅ ⋅ − ⋅ ⋅− −, , , ,, , .

Ðåøåíèå.

4 4 0 25 3 2 0 5 4 4 4 3 2 21 5 0 25 3 5 1 25
3

4 1
1

4

7

4 1⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅− − − − −, , , ,, , ( ) ( ))
−

=
5

4 42 − 3 ⋅ 23 = 16 − 24 = −8.

1.2.3.  Тождественные преобразования степенных выражений

Íà ïðèìåðàõ ðàññìîòðèì òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ñòåïåíè ñ ðà-

öèîíàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

8 4

4 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2

234

36

3

4

2

3

1

4

2 3
1

2

1

6

3

4

1

6

5
1

2

1

6

11

12

⋅ ⋅
=

⋅ ( )
⋅ ⋅( )

=
⋅

( )
=

22

1
11

12

= .

Ï ð è ì å ð  2.

40 2 5 2 5 2 5 2 5 2 5 104
1

4

3

4 34
1

4

3

4

3

4

1

4

1

4

3

4 1 1⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ =
− + +

: .

Ï ð è ì å ð  3. Ïðåîáðàçóéòå âûðàæåíèå:

a b

a b

a b

a b

a b a b

a

1

2

1

2

1

4

1

4

1

4

2 1

4

2

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

−

+

=
( ) − ( )

+

=
−( ) +( )

+ bb

a b
1

4

1

4

1

4= − .

Ï ð è ì å ð  4. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

a b

a a b b

a b

a a b

1 2 2 1

0 8 0 4 0 7 1 4

0 4 3 0 7 3

0 4 2 0 4 0

, ,

, , , ,

, ,

, , ,

( ) ( )

( )

−
+ +

= −
+ 77 0 7 2

0 4 0 7 0 4 2 0 4 0 7 0 7 2

0 4 2 0+
= − + +

+( )

( )(( ) ( ) )

( ),

, , , , , ,

,b

a b a a b b

a a ,, , ,
, ,

( )
.

4 0 7 0 7 2
0 4 0 7

b b
a b

+
= −

Ï ð è ì å ð  5. Ñîêðàòèòå äðîáü:

x y x y

x x y

x y x y

x x y

y

x

1

2

1

4

1

4

1

2

3

4

1

2

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

2

1

4

1

4

1

4

1

4

+

+

=
+( )

+( ) = == ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

y
x

1

4
.

Ï ð è ì å ð  6. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

a

a

a

a a
a a0 5

0 5

0 5

0 5

2 0 5 2 0 52

2

2

2

16

4

2 2,

,

,

,

, ,( ) (+
−

+ −
+

−
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = + + − ))2

2
16

4

−
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

a

= + ⋅ ⋅ + + − ⋅ ⋅ + −
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =( ) ( ), , , ,a a a a

a

0 5 2 0 5 2 0 5 2 0 5 2 2
2 2 2 2 2 2 16

4

= + + + − + −
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −a a a a
a

a
a

a
a

4 4 4 4 16

4

2 8

4

2 40 5 0 5 2 2, , ( )

−−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =
4

2 4
2

2 .
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 1.2.
«Степень с рациональным показателем»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â17 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Âû÷èñëèòå 9 27
1

2

1

3⋅ .

Â2. Âû÷èñëèòå 8
2

3.

Â3. Âû÷èñëèòå 81
3

4.

Â4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
m

m

2

3

1

3

2 25

1 5

−

+

,

,

, m = 8.

Â5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
7 2

2 14

3

4

3

4

1

4

4

⋅

⋅

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟−

−

.

Â6. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå ( )b b
−

⋅
3

4

5

9

5

12 è íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ, ïðè b = 1000.

Â7. Âû÷èñëèòå ( ) .27 64
1

3⋅

Â8. Âû÷èñëèòå 
1

16
81 1

1

4

⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
−

.

Â9. Âû÷èñëèòå 24 2
2

3
3 3

1

2

⋅
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

.

Â1Â1

Â2Â2

Â3Â3

Â4Â4

Â5Â5

Â6Â6

Â7Â7

Â8Â8

Â9Â9
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Â10. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 8 16 4
1

3

1

3 3
−

⋅ ⋅ .

Â11. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ( ) .27 125 8
2

3

1

3

1

3

1

4+ +
−

Âû÷èñëèòå ( ) .27 8 32 81
1

3

2

3

2

5

3

4

1

4⋅ ⋅ ⋅

Â13. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
a b ab

a b

4

3

4

3

3 3

+
+

,  ïðè a = 2, b = 5.

Â14. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
a a

a a

a a

a a

1

3

7

3

1

3

4

3

1

3

5

3

2

3

1

3

−

−
− −

+

−

−
 ïðè a = 7.

Â15. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
x x

x x

5

6

1

3

5

6

1

3

+

−
ïðè x = 1,44.

Â16. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
2

3

2

3
1

4

1

4y y+
−

−
y = 100.

Â17. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
a b

a

a

a b

b

a a b

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

+ −
−

+
−

, ïðè a = 3,

b = 2.

Â10Â10

Â11Â11

Â12Â12

Â13Â13

Â14Â14

Â15Â15

Â16Â16

Â17Â17
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1.3. Логарифм

Ëîãàðèôìîì ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà b ïî îñíîâàíèþ à (a > 0, a ≠ 1) íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëü ñòå-
ïåíè, â êîòîðóþ íàäî âîçâåñòè à, ÷òîáû ïîëó÷èòü b: 

log
a
b = k ⇔ ak = b.

Íàïðèìåð, log
2
8 = 3, ò. å. 23 = 8;

log ,3 3
1

2
= ò. å. 3 3

1

2 = ;

lg 100 = 2, ò. å. 102 = 100.
loga 1 = 0. Ëîãàðèôì åäèíèöû ïî ëþáîìó îñíîâàíèþ ðàâåí íóëþ.
loga a = 1.

1.3.1. Понятие логарифма

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ÷èñëî õ:
à) log

5
x = 2; á) logx 27 = 3.

Ðåøåíèå.
à) Ïîñêîëüêó log

5
x = 2, òî x = 52; x = 25.

á) Ïîñêîëüêó logx 27 = 3, òî x3 = 27, òîãäà x = 273 ; õ = 3.

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

à) 4 log
2
 16 − 5 log

3
 27; á) 0 5 64 0 1

1

252 5, log , log .+
Ðåøåíèå.
à) 4 log

2
 16 − 5 log

3
 27 = 4 ⋅ 4 − 5 ⋅ 3 = 16 − 15 = 1.

á) 0 5 64 0 1
1

25
0 5 6 0 1 2 3 0 2 2 82 5, log , log , , ( ) , , .+ = ⋅ + ⋅ − = − =

1.3.2. Свойства логарифмов

Логарифм произведения и сумма логарифмов
Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ïî äàííîìó îñíîâàíèþ ðàâåí ñóììå ëîãà-

ðèôìîâ ýòèõ ÷èñåë ïî òîìó æå îñíîâàíèþ:

log
a
(xy) = log

a
 x + log

a
 y, x > 0, y > 0.

Ñóììà ëîãàðèôìîâ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ïî îäíîìó îñíîâàíèþ ðàâíà ëîãàðèôìó ïðîèçâåäå-
íèÿ ýòèõ ÷èñåë ïî òîìó æå îñíîâàíèþ:

log
a
x + log

a
y = log

a
xy, x > 0, y > 0.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:
à) lg 20 + lg 5;  
á) log

12
 9 + log

12
 16;   

â) log
6
4 + log

6
 3 + log

6
 18.

Ðåøåíèå.
à) lg 20 + lg 5 = lg (20 ⋅ 5) = lg 100 = 2;
á) log

12
 9 + log

12
16 = log

12
 (9 ⋅ 16) = log

12
 144 = 2;

â) log
6
4 + log

6
 3 + log

6
 18 = log

6
 (4 ⋅ 3 ⋅ 18) = log

6
216 = 3.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:
log

4
(64c), åñëè log

4
c = −3,5.

Ðåøåíèå. log
4
 (64c) = log

4
64 + log

4
c = 3 − 3,5 = −0,5.
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Логарифм частного и разность логарифмов
Ëîãàðèôì ÷àñòíîãî äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ïî äàííîìó îñíîâàíèþ ðàâåí ðàçíîñòè ëîãà-

ðèôìîâ ýòèõ ÷èñåë ïî òîìó æå îñíîâàíèþ:

log log loga a a
x

y
x y= − , x > 0, y > 0.

Ðàçíîñòü ëîãàðèôìîâ äâóõ ÷èñåë ïî äàííîìó îñíîâàíèþ ðàâíà ëîãàðèôìó ÷àñòíîãî ïî òîìó æå 
îñíîâàíèþ:

log log loga a ax y
x

y
− = , x > 0, y > 0.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå: 

log log .3 38
8

27
−

Ðåøåíèå.

log log log : log .3 3 3 38
8

27
8

8

27
27 3− = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= =

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:
log log

log log
.2 2

2 2

25 5

20 4

−
−

.
log log

log log

log

log

log

log
.2 2

2 2

2

2

2

2

25 5

20 4

25

5
20

4

5

5
1

−
−

= = =

Логарифм степени и произведение числа и логарифма
Ëîãàðèôì ñòåïåíè ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè è ëîãàðèô-

ìà ýòîãî ÷èñëà:

log
a
xn = n log

a
x,

log
1

loga ak x
k

x= .   
x > 0.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à) log
3
 81; á) lg ;495  â) log

4
2; ã) log ;

2
2  ä) log .

3
3 9

Ðåøåíèå.
à) log

3
 81 = log

3
 34 = 4 ⋅ log

3
 3 = 4; â) log log log

2
2

22 2 2 2 21

2

= = =

á) log log log4 2 22 2
1

2
2

1

2
2= = = ; ã) log log

3
3

3

2

39 3 2
2

3
1

4

3
1

2

= = ⋅ ⋅ = . 

Ï ð è ì å ð  2. Óïðîñòèòå:
à) log

2
8x − log

4
16x; á) log

6
 36x − x.

Ðåøåíèå.
à) log

2
8x − log

4
 16x = x log

2
 8 − x log

4
 16 = 3x − 2x = x;

á) log
3
 36x − x = x log

6
 36 – õ = 2x − x = x.

Ï ð è ì å ð  3. Âû÷èñëèòå:

à) −4 log
6
63; á) log log ;1

5

1

3

1

125
9+ 13 27 3

9 3
6

6log .

1.3. Логарифмы
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Ðåøåíèå.
à) −4log

6
 63 = −4 ⋅ 3log

6
 6 = −12;

á) log log log log log log1

5

1

3
5

3
3

2
5 3

1

125
9 5 3

3

1
5

2

1
3 3 11 1+ = + = −

−
+

−
= ⋅− −

− −− ⋅ =2 1 1;

â) 13 27 3 13 3 3 13 3 13
3

1

6
9 3

6

3 3

3
1

6

3

3
1

6
6

2
1

6
2
1

6

log log log= ⋅ ⋅
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = = ⋅

⋅ 22
1

6

3
13 19 6

6 13
193log .= ⋅ ⋅

⋅
=

 Формула перехода от одного основания логарифма к другому
Ôîðìóëà ïåðåõîäà ê íîâîìó îñíîâàíèþ:

log
log

loga
b

b

x
x

a
= ;

a > 0; a ≠ 1; b > 0;
b ≠ 1; x > 0.

Ñëåäñòâèÿ:

log
log

;a
b

b
a

=
1

log loga a
kb bk= .  

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à)
log

log
;3

3

4

2
 á)

log

log
.15

15

81

3

Ðåøåíèå.

à)
log

log
log ;3

3
2

4

2
4 2= =      á) 

log

log
log log log .15

15
3 3

4
3

81

3
81 3 4 3 4 1 4= = = = ⋅ =

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå log
9
 5 ⋅ log

25
 27.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó ïåðåõîäà ê íîâîìó îñíîâàíèþ, íàïðèìåð, îñíîâàíèþ 10:

log log
lg

lg

lg

lg

lg

lg

lg

lg

lg lg

lg9 25 2

3

2
5 27

5

9

27

25

5

3

3

5

5 3 3

2
⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅
33 2 5

3

4⋅
=

lg
.

Îòâåò:
3

4
.

 Логарифм произведения и частного степеней, сумма и разность 
логарифмов с одинаковыми основаниями
Íàõîæäåíèå ëîãàðèôìîâ ÷èñåë èëè âûðàæåíèé íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìèðîâàíèåì.
1. Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ:

x = 5abc, x > 0, a > 0, a ≠ 1, b > 0, c > 0;
loga x = loga 5 + loga a + loga b + loga c = loga 5 + 1 + loga b + loga c.

2. Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî:

x
abc=
5

, x > 0, a > 0, a ≠ 1, b > 0, c > 0;

loga x = loga a + loga b + loga c − loga 5 = 1 + loga b + loga c − loga 5.
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3. Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî, ñòåïåíè:

x
m k

n
= 3

2

8 5

3
, m > 0, k > 0, n > 0, a > 0, a ≠ 1;

loga x = loga 3 + 8 loga m + 5 loga k − loga 2 − 3 loga n.

Íàõîæäåíèå ÷èñåë èëè âûðàæåíèé ïî äàííûì ëîãàðèôìàì íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèðîâàíèåì.

Ï ð è ì å ð  1. lg x = lg 5 − 2 lg 3 + 3 lg 2. Íàéòè x.

Ðåøåíèå. lg x = lg 5 − lg 32 + lg 23; lg lg ;x =
⋅5 2

3

3

2
x = ⋅ = =5 2

3

40

9
4

4

9

3

2
.

Ï ð è ì å ð  2. log log log log .a a a ax b c p= + −
1

2
5 x.

Ðåøåíèå. log log log log ;a a a ax b c p= + −
1

2 5 log log ;a ax
b c

p
=

1

2 5

x
bc
p

=
5

.

Сумма и разность логарифмов с различными основаниями
Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à) log log ;2 45
8

25
+ á) log log .3 3

4
2

3
−

Ðåøåíèå.
à) log log log log log log log log2 4 2 2 2 2 2 25

8

25
5

8

25
5

1

2

8

25
5

8

25
2+ = + = + = + ==

= + − = + − = = =log log log log log log log , ;2 2 2 2 2

3

2
2 2

3

25 8 25 5 2 5 2
3

2
1 5

á) log log log log log log log : log3 3 3 3 3 3 34
2

3
4 2

2

3
4

4

9
4

4

9
− = − = − = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= 33 9 2= .

Основное логарифмическое тождество
Îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå òîæäåñòâî:

a bablog = , 

ãäå a > 0; a ≠ 1; b > 0.

Íàïðèìåð, 5 35 3log ;=  10lg 7 = 7; eln 5 = 5.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

5

4

5

1

2
4

3

5log
log

.
+

.

5 5 5 5 5 3

4

5

1

2
4

4

5
1

2
4 3 4 4

1

2 43

5

3
5

5 5
log

log
log log log log( ) ( ) ( )

+
= ⋅ = ⋅ = ⋅⋅ = ⋅ =4 9 2 18

1

2

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

25 1210 25 9 0 5 215 11, log , log .−
Ðåøåíèå.

25 121 25 121 250 25 9 0 5 21
1

2

1

2
9

1

2
21

1

25 11
5 11, log , log log log

− = − = ( )⋅
llog log5

1

2
119 1

2

21

121− ( ) =

= − = − = −5 11 3 21 185 113 21log log .

1.3. Логарифмы
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Другие комбинации свойств логарифмов
Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ îäíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ ïî íåêîòîðûì äðóãèì èçâåñ-

òíûì ëîãàðèôìè÷åñêèì âûðàæåíèÿì îáû÷íî èñïîëüçóþò ðàçëîæåíèå âñåõ âõîäÿùèõ â äàííûå 
âûðàæåíèÿ ìíîæèòåëåé íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Ï ð è ì å ð  1. Èçâåñòíî, ÷òî lg 5 = a, lg 3 = b. Íàéòè log
30
8.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå ïåðåõîäà ê íîâîìó îñíîâàíèþ ïðåäñòàâèì log
30
 8 â âèäå:

log
lg

lg
.30 8

8

30
=

Ðàçëîæèì ÷èñëà 8 è 30 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì:

lg 8 = lg 23 = 3 lg 2; 

lg 30 = lg (3 ⋅ 10) = lg 3 + lg 10 = lg 3 + 1.

Ïðåäñòàâèì lg 2 â âèäå: 

lg lg lg lg lg .2
10

5
10 5 1 5= = − = −

log
( lg )

lg lg lg

( )

lg

( )
.30 8

3 1 5

5 3 1 5

3 1

3 1

3 1

1
=

−
+ + −

=
−
+

=
−
+

a a
b

Îòâåò:
3 1

1

( )
.

−
+

a
b

1.3.3. Десятичные и натуральные логарифмы

Äåñÿòè÷íûé ëîãàðèôì — ýòî ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ 10:

log
10

b = lg b.

Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì — ýòî ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ å (å — èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ïðèáëè-
æåííîå çíà÷åíèå êîòîðîãî: å ≈ 2,7):

log
e
 b = ln b.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à)
lg lg

lg lg
;

27 3

15 5

+
−

á) lg 30 + lg 20 − lg 6;
â) 0,01log 3–1.

Ðåøåíèå.

à)
lg lg

lg lg

lg( )

lg( : )

lg

lg
log ;

27 3

15 5

27 3

15 5

81

3
81 43

+
−

= ⋅ = = =

á) lg lg lg lg lg ;30 20 6
30 20

6
100 2+ − = ⋅ = =

â) 0 01 10 10 10 10 10

3

3 1 2 3 1 2 3 2 1 3 2 2, ( ) ( ) ( ) ( )lg lg lg lg− − − − − − −

−

= = ⋅ = ⋅ =

= 22 100
100

9
11

1

9
⋅ = = .



1.3.4.  Тождественные преобразования логарифмических выражений

Ï ð è ì å ð  1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

36 2
1

2
5 106

2
− −+
log log .

.

36 2 36
1

36

1

2
36

1

6

1
1

2
5 10

1

2
5 10 5 2

6
2

6 2 6

− −+ = ⋅ + = ⋅ +
log log

log log log( ) 110

6
1

25
0 1 0 24 0 1 0 34

=

= ⋅ + = + =, , , , .

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 
(2 log

12
 2 + log

12
 3)(2 log

12
6 − log

12
3).

Ðåøåíèå.
(2 log

12
2 + log

12
 3)(2 log

12
6 − log

12
3) = (log

12
 4 + log

12
 3)(log

12
 36 − log

12
3) =

= log
12
 (4 ⋅ 3) ⋅ log

12
(36 : 3) = log

12
12 ⋅ log

12
12 = 1 ⋅ 1 = 1.

Ï ð è ì å ð  3. Íà ñêîëüêî ñóììà ÷èñåë log
2
 5 è log

2
 20 áîëüøå ÷èñëà log

2
(5 + 20)?

Ðåøåíèå.
(log

2
5 + log

2
 20) − log

2
(5 + 20) = log

2
 (5 ⋅ 20) − log

2
 25 = log

2
 100 − log

2
 25 = log

2
 (100 : 25) =

= log
2
4 = 2.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 1.3.
«Логарифмы»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log
7
343.

Â2. Âû÷èñëèòå log
4
8.

Â3. Âû÷èñëèòå log .
3

1

3

Â4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 32 183−log .

Â5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 23 32log .

Â6. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
log

log
3

3

16

4

Â7. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ log
2
11 – log

2
44.

Â8. Íàéäèòå çíà÷åíèå x, åñëè lg lg lg .x = −1

2
9

2

3
8

Â9. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè x âåðíî ðàâåíñòâî lg x = lg 8 + lg 20 – lg 40?

Â10. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè x âåðíî ðàâåíñòâî lg x = lg 12 + lg 15 – lg 18?

Â1Â1

Â2Â2

Â3Â3

Â4Â4

Â5Â5

Â6Â6

Â7Â7

Â8Â8

Â9Â9

Â10Â10
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Â11. Âû÷èñëèòå 
log log

log log ,
.5 5

5 5

12 2 2

18 0 5

−
+

Íàéäèòå çíà÷åíèå x, åñëè lg lg lg .x = −1

2
9

1

3
8

Â13. Âû÷èñëèòå 4 2 0 255 10log log , .+

Â14. Âû÷èñëèòå 
log

log
.5

5

27

9

Â15. Âû÷èñëèòå 
log

log log
.7

7 7

8

15 30−

Â16. Âû÷èñëèòå log
5
 7 ⋅ log

49
 125.

Â17. Âû÷èñëèòå lg tg 1° ⋅ lg tg 2° ⋅ lg tg 3° ⋅ … ⋅ lg tg 88° ⋅ lg tg 89°.

Â18. Âû÷èñëèòå − log log .2 4
48 2

.

Â11Â11

Â12Â12

Â13Â13

Â14Â14

Â15Â15

Â16Â16

Â17Â17

Â18Â18
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1.4. Синус, косинус, тангенс, котангенс

1.4.1.  Понятие синуса, косинуса, тангенса и котангенса
числового аргумента

Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, ò. å. îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèó -
ñîì 1.

0

P
0

y

x

Pα
(x; y)

α
1

  Ñèíóñîì ÷èñëà αα íàçûâàåòñÿ îðäèíàòà òî÷êè Ðαα, îáðàçîâàííîé ïîâîðî-
òîì òî÷êè P

0
(1; 0) âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë αα ðàäèàí.

Îáîçíà÷àåòñÿ: sinα, ò. å.

sin α = y — îðäèíàòà òî÷êè Pα.

Êîñèíóñîì ÷èñëà αα íàçûâàåòñÿ àáñöèññà òî÷êè Pαα, ïîëó÷åííîé ïîâîðî-
òîì òî÷êè P

0
(1; 0) âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë αα ðàäèàí.

Îáîçíà÷àåòñÿ: cosα, ò. å. 

cosα = x — àáñöèññà òî÷êè Pα.

Ñèíóñ è êîñèíóñ îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî ÷èñëà α. 
|sinα| ≤ 1, |cos α| ≤ 1.
Òàíãåíñîì ÷èñëà αα íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ñèíóñà ÷èñëà αα ê åãî êîñèíóñó:

tg α α
α

= sin

cos
.

Òàíãåíñ îïðåäåëåí äëÿ âñåõ α, êðîìå òåõ çíà÷åíèé, ïðè êîòîðûõ cosα = 0, ò. å. α π π= + ∈
2

n n, .Z

O

P
0

y

x

Pα
(x; y)

α
R

Êîòàíãåíñîì ÷èñëà αα íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå êîñèíóñà ÷èñëà αα ê åãî 
ñèíóñó:

ctg α α
α

= cos

sin
.

Êîòàíãåíñ îïðåäåëåí äëÿ âñåõ α, êðîìå òåõ, ïðè êîòîðûõ sin α = 0, 
ò. å. α = πn, n ∈ Z.

Äëÿ îêðóæíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà R îïðåäåëåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âûãëÿ-
äÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sin ;α =
y
R

cos ;α =
x
R

tg α =
y
x

;

ctg α = x
y

.

Åñëè n ∈ Z, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

sin (α + 2πn) = sin α; cos (α + 2πn) = cos α.

Åñëè n ∈ Z, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

tg (α + πn) = tg α; ctg (α + πn) = ctgα.
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Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

à) tg ctg tg−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − ⋅ + + =

= −

π π π π π π
4 4 2

2
6 4

1 1 2
6

1

sin cos cos

⋅⋅ + + ⋅ =1 1 2
3

2
3;

á) sin 405° + ctg 570° = sin (360° + 45°) + ctg (540° + 30°) =  sin 45° + ctg 30° =
2

2
3+ .

Ï ð è ì å ð  2. Îïðåäåëèòå çíàê âûðàæåíèÿ:
à) cos 155° ⋅ sin 255° > 0, ò. ê. 155° — óãîë II ÷åòâåðòè, òî

cos 155° < 0; 255° — óãîë III ÷åòâåðòè, òî sin 255° < 0;
á) tg 127° ⋅ ctg 201° < 0, ò. ê. 127° — óãîë II ÷åòâåðòè, òî

tg 127° < 0; 201° — óãîë III ÷åòâåðòè,  òî ctg 201° > 0.

1.4.2.  Соотношения между тригонометрическими функциями одного аргумента

Основное тригонометрическое тождество
Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî:

sin2 αα + cos2 αα == 1.

Ñëåäñòâèÿ:
sin cos sin cos2 2 21 1α α α α= − ⇒ = ± − ;

cos sin cos sin2 2 21 1α α α α= − ⇒ = ± − ;

tg α α
α

= sin

cos
 ïðè α π π≠ + ∈

2
n n, ;Z

ctg α α
α

= cos

sin
 ïðè α ≠ πn, n ∈ Z;

tgα ⋅ ctgα = 1 ïðè α π≠ ∈
2

n n, Z; tg
ctg

α
α

= 1
, ctg

tg
α

α
= 1

.

1
12
2

+ =tg α
αcos

ïðè α π π≠ + ∈
2

n n, Z.

1
12
2

+ =ctg α
αsin

 ïðè α ≠ πn, n ∈ Z.

Ï ð è ì å ð  1. Ìîãóò ëè îäíîâðåìåííî áûòü ñïðàâåäëèâû ðàâåí ñòâà:

à) cos α = 1

2
 è sin ?α = 1

2
Ðåøåíèå. Òàê êàê ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè ñèíóñ è êîñèíóñ îäíîãî è òîãî æå àðãóìåíòà, òî 

äîëæíî âûïîëíÿåòñÿ îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî:

cos2 α + sin2 α = 1, íî
1

2

1

2

1

4

1

4

1

2
1

2 2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + = ≠ .

Ïîýòîìó ðàâåíñòâà cos α = 1

2
 è sin α = 1

2
 îäíîâðåìåííî ñïðàâåäëèâû áûòü íå ìîãóò (ò. ê. íå âû-

ïîëíÿåòñÿ îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî).

á) sin α = 1

2
è cos ?α = − 3

2
Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îñíîâíîãî òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà:

sin2 α + cos2 α = 1; 
1

2

3

2

1

4

3

4

4

4
1

2 2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = + = = .

1.4. Синус, косинус, тангенс, котангенс
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Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî âûïîëíÿåòñÿ. Çíà÷èò, ðàâåíñòâà, äàííûå â óñëîâèè, 
îäíîâðåìåííî ñïðàâåäëèâû.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê öèé ÷èñëà α, çíàÿ, ÷òî sinα = 0,6 

è
π α π
2

< < .

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïî óñëîâèþ
π α π
2

< < , òî α — ∈ II ÷åòâåðòè. Ïîýòîìó

cos sin , ,α α= − − = − − = − − =1 1 0 6 1 0 362 2 , , ;− = −0 64 0 8

tg α α
α

= =
−

= − = −sin

cos

,

,
;

0 6

0 8

6

8

3

4

ctg
tg

α
α

= =
−

= − = −1 1
3

4

4

3
1

1

3
.

 cos α = −0,8; tg α = − 3

4
; ctg α = −1

1

3
.

Ï ð è ì å ð  3. Óïðîñòèòå:

à) (1 − sin α)(1 + sin α);    á) sin4 α + sin2 α cos2 α + cos2 α;     â) 
tg

ctg

α
α

α
αsin

sin
.−

Ðåøåíèå.
à) (1 − sinα)(1 + sin α) = 1 − sin2 α = cos2 α; 
á) sin4 α + sin2 α cos2 α + cos2 α = sin2 (sin2 α + cos2 α) +  cos2 α = sin2 α ⋅ 1 + cos2 α =
= sin2 α + cos2 α = 1;

â) tg

ctg

tg ctg

ctg

α
α

α
α

α α α α
α α

α

α αsin

sin sin sin

sin

sin

sin
cos

− = − = −

⋅

1 2

ssin

cos

cos
cos ;

α

α
α

α= =
2

Äîêàæèòå òîæäåñòâî:

(sin cos )

sin cos
.

α α
α α α

α+ −
−

=
2

21
2

ctg
tg

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü, òî òîæäåñòâî 

äîêàçàíî.

(sin cos )

sin cos

sin sin cos cos
cos

sin

α α
α α α

α α α α
α

+ −
−

= + + −2 2 21 2 1

ctg
αα

α α

α α
α α α

α

α α

−
=

= + −
−

= ⋅

sin cos

sin cos

cos sin cos

sin

sin cos sin1 2 1 2
2

αα
α α

α α
α α

α
α

α
cos ( sin )

cos sin

cos cos

sin

cos
.

1

2
2 2

2

2

2

2

2
2

−
= ⋅

⋅
= ⋅ = tg

Òîæäåñòâî äîêàçàíî.

Ï ð è ì å ð  5. Äàíî: sinα + cosα = a.
Íàéäèòå: sin αcosα.
Ðåøåíèå.
Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò: (sin α + cos α)2 = a2; sin2 α + 2 sin α cosα + cos2 α = a2;
1 + 2 sin α cosα = a2;

sin cos .α α = −a2 1

2

Îòâåò:
a2 1

2

−
.



35

 Произведение тангенса и котангенса одного и того же аргумента

tgα ⋅ ctgα = 1 ïðè α π≠ ∈
2

n n, Z;

tg
ctg

α
α

= 1
, ctg

tg
α

α
= 1

.

Ï ð è ì å ð  1. Ìîãóò ëè áûòü ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

à) tg α = 2

5
, ctg α = 5

2
;   á) tg α = − 1

2
, ctg α = 2?

Ðåøåíèå.
Ïîñêîëüêó tg α ⋅ ctg α = 1, òî:
à) ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû, òàê êàê tg ctgα α = ⋅ =2

5

5

2
1;

á) ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâûìè íå ìîãóò áûòü, òàê êàê tg ctgα α = − ⋅ = − ≠1

2
2 1 1.

Ï ð è ì å ð  2. Óïðîñòèòå: tg 1° ⋅ tg 3° ⋅ tg 5° ⋅ …. ⋅ tg 87° ⋅ tg 89°.
Ðåøåíèå.
Òàê êàê tg (90° − α) = ctg α, òî
tg 1° ⋅ tg 3° ⋅ tg 5° ⋅ …. ⋅ tg 87° ⋅ tg 89° = tg 1° ⋅ tg 3° ⋅ … ⋅ tg 43° ⋅ tg 45° ⋅ tg 47° ⋅ … ⋅ tg 87° ×
× tg 89° = tg 1° ⋅ tg 3° ⋅ … ⋅ tg 43° ⋅ 1 ⋅ ñtg 43° ⋅ … ⋅ ctg 3° ⋅ ctg 1° = (tg 1° ⋅ ctg 1°)(tg 3° ⋅ ctg 3°) ⋅ … ⋅ (tg 43° ×
× ctg 43°) = 1 ⋅ 1 ⋅ … ⋅ 1 = 1.

Ï ð è ì å ð  3. Äàíî: tg α + ctg α = 2. Íàéäèòå: tg2 α + ctg2 α.
Ðåøåíèå.
Ïîñêîëüêó tg α + ctg α = 2, òî (tg α + ctg α)2 = 22 èëè tg2 α + 2 tg α ctg α + ctg2 α = 4. Ó÷èòûâàÿ, 

÷òî tg α ctg α = 1, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà tg2 α + ctg2 α = 4 − 2 tg α ctg α = 4 − 2 ⋅ 1 = 2.

Ï ð è ì å ð  4. Óïðîñòèòå:
(tg α + ctg α)2 − (tg α − ctg α)2.
Ðåøåíèå.
(tg α + ctg α)2 − (tg α − ctg α)2 = (tg2 α + 2 tg α ctg α + ctg2 α) − (tg2 α − 2 tg α ctg α + ctg2 α) =
= tg2 α + 2 ⋅ 1 + ctg2 α − tg2 α + 2 ⋅ 1 − ctg2 α = 2 + 2 = 4.

Зависимость между тангенсом и косинусом одного и того же аргумента

1
12
2

+ =tg α
αcos

ïðè α π π≠ + ∈
2

n n, Z.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ÷èñëà α, åñëè

tg α = 4, 0
2

< <α π
.

Ðåøåíèå.

Òàê êàê 0
2

< <α π
, òî α — ∈ I ÷åòâåðòè, ïîýòîìó ctg α > 0; 0 < sinα < 1; 0 < cos α < 1.

Èç ôîðìóëû 1
12
2

+ =tg α
αcos

 ñëåäóåò:
1

1 4
2

2

cos
;

α
= + 1

17
2cos

;
α

=

cos ;2 1

17
α = cos .α = ± 1

17
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 < cosα < 1,

cos ;α = = =1

17

1

17

17

17
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 0 < sinα < 1

sin cos ;α α= − = − = = =1 1
1

17

16

17

4

17

4 17

17
2

ctg
tg

α
α

= = =1 1

4
0 25, .

Îòâåò: sin ;α = 4 17

17
cos ;α = 17

17
α = 0,25.

Ï ð è ì å ð  2. Óïðîñòèòå:

( )
sin

.1
12
2

+ +tg α
α

Ðåøåíèå.

( )
sin cos sin

sin cos

sin cos sin
1

1 1 1 12
2 2 2

2 2

2 2 2
+ + = + = + =tg α

α α α
α α
α α α ccos

.
2 α

Зависимость между котангенсом и синусом одного и того же аргумента

1
12
2

+ =ctg α
αsin

α ≠ πn, n ∈ Z.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, åñëè ctgα = −3, α — óãîë 
IV ÷åòâåðòè.

Ðåøåíèå.
Òàê êàê α — óãîë IV ÷åòâåðòè, òî tgα < 0; −1 < sinα < 0; 0 < cos α < 1.

Èçâåñòíî, ÷òî 1
12+ =ctg
2

α
αsin

. Îòñþäà 1 9
1
2

+ =
sin

;
α

1
10

2sin
;

α
= sin ;2 1

10
α = sin .α = ± 1

10

Íî −1 < sinα < 0, ïîýòîìó

sin ;α = − = −1

10

10

10

cos sin ;α α= − = − = = =1 1
1

10

9

10

3

10

3 10

10
2

tg
ctg

α
α

= =
−

= −1 1

3

1

3
.

Îòâåò: sin ;α = − 10

10
cos ;α = 3 10

10
tg α = − 1

3
.

Ï ð è ì å ð  2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ:

sin2 2α + cos2 2α + ctg2 5α;

Ðåøåíèå.

sin2 2α + cos2 2α + ctg2 5α = 1 + ctg2 5α =
1

52sin
.

α
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Другие комбинации соотношений между тригонометрическими 
функциями одного и того же аргумента
Ï ð è ì å ð  1. Óïðîñòèòå:

à)
1

1

2

2

−
−

cos

sin
;

α
α

á) cos4 α − sin4 α + 1; â)
1

1

2

2

+
+

tg

ctg

α
α

.

Ðåøåíèå.

à)
1

1

2

2

2

2
2−

−
= =cos

sin

sin

cos
;

α
α

α
α

αtg

á) cos4 α − sin4 α + 1 = (cos2 α)2 − (sin2 α)2 + 1 = (cos2 α − sin2 α)(cos2 α + sin2 α) + 1 =
= cos2 α − sin2 α + 1 = cos2 α + (1 − sin2 α) =  cos2 α + cos2 α = 2 cos2 α;

â)
1

1

1 1 1

1

2

2 2 2 2

2 2

2
2+

+
= = ⋅ = =tg

ctg
tg

α
α α α α

α α
α

α
cos

:
sin cos

sin sin

cos
.

Ï ð è ì å ð  2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:
sin

cos

cos

sin

α
α

α
α1

1

+
+ +

è íàéäèòå åãî çíà÷åíèå, åñëè sin .α = 1

2

Ðåøåíèå.
sin

cos

cos

sin

sin ( cos )

( cos ) sin

sinα
α

α
α

α α
α α

α
1

1 1

1

12 2 2

+
+ + = + +

+ ⋅
= + ++ +

+
=2

1

2cos cos

( cos ) sin

α α
α α

= +
+

= +
+

=2 2

1

2 1

1

2cos

( cos ) sin

( cos )

( cos ) sin sin
.

α
α α

α
α α α

Åñëè sin ,α = 1

2
òî 

2
2

1

2
4

sin
: .

α
= =

1.4.3. Формулы сложения

Синус суммы и разности
Ñèíóñ ñóììû äâóõ àðãóìåíòîâ ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñèíóñà ïåðâîãî àðãóìåíòà íà êîñèíóñ 

âòîðîãî è êîñèíóñà ïåðâîãî àðãóìåíòà íà ñèíóñ âòîðîãî:

sin (α + βα + β) = = sin α ⋅α ⋅ cosβ +β + cosα ⋅ α ⋅ sin ββ.
Ñèíóñ ðàçíîñòè äâóõ àðãóìåíòîâ ðàâåí ðàçíîñòè ïðîèçâåäåíèé ñèíóñà ïåðâîãî àðãóìåíòà íà 

êîñèíóñ âòîðîãî è êîñèíóñà ïåðâîãî àðãóìåíòà íà ñèíóñ âòîðîãî:

sin (α − βα − β) == sin α ⋅α ⋅ cos β − β − cosα ⋅ α ⋅ sin β.β.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:
à) sin 15°; á) sin 75°.
Ðåøåíèå.

à) sin 15° = sin (45° − 30°) = sin 45° ⋅ cos 30° − cos 45° ⋅ sin 30° =
2

2

3

2

2

2

1

2

6 2

4
⋅ − ⋅ = −

;

á) sin 75° = sin (45° + 30°) = sin 45° ⋅ cos 30° + cos 45° ⋅ sin 30° =
2

2

3

2

2

2

1

2

6 2

4
⋅ + ⋅ = +

.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé:

à) sin 56° cos 34° + cos 56° sin 34°;     á) sin cos sin cos .
7

12 12 12

7

12

π π π π−

.
à) sin 56° cos 34° + cos 56° sin 34° = sin (56° + 34°) = sin 90° = 1;

á) sin cos sin cos sin sin sin
7

12 12 12

7

12

7

12 12

6

12

π π π π π π π π− = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =
22

1= .

1.4. Синус, косинус, тангенс, котангенс
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Ï ð è ì å ð  3. Óïðîñòèòå:
cos sin

.
α α+

2
Ðåøåíèå.
cos sin

cos sin sin cos cos sin sin
α α α α π α π α π α+ = + = + = +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟2

1

2

1

2 4 4 4
..

Косинус суммы и разности
Êîñèíóñ ñóììû äâóõ àðãóìåíòîâ ðàâåí ðàçíîñòè ïðîèçâåäåíèé êîñèíóñîâ ýòèõ àðãóìåíòîâ 

è ñèíóñîâ ýòèõ àðãóìåíòîâ:

cos (α + βα + β) = = cosα ⋅α ⋅ cosβ − β − sin αα sin β.β.

Êîñèíóñ ðàçíîñòè äâóõ àðãóìåíòîâ ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé êîñèíóñîâ ýòèõ àðãóìåíòîâ 
è ñèíóñîâ ýòèõ àðãóìåíòîâ:

cos (α − βα − β) == cosα ⋅α ⋅ cosβ + β + sin αα sin ββ.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:
à) cos 105°; á) cos 15°.
Ðåøåíèå.
à) cos 105° = cos (60° + 45°) = cos 60° cos 45° − sin 60° sin 45° =

1

2

2

2

3

2

2

2

2 6

4
⋅ − ⋅ = −

;

á) cos 15° = cos (60° − 45°) = cos 60° cos 45° + sin 60° sin 45° =
1

2

2

2

3

2

2

2

2 6

4
⋅ + ⋅ = +

.

Ï ð è ì å ð 2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:
cos (α + β) + cos (α − β).
Ðåøåíèå.
cos (α + β) + cos (α − β) = cos α cos β − sin α sin β + cos α cos β + sin α sin β = 2 cos α cos β.

Ï ð è ì å ð  3. Âû÷èñëèòå:

cos cos sin sin

cos , sin , sin , cos ,

cπ π π π

π π π π
15

4

15

4

15 15
0 3 0 2 0 3 0 2

−

+
=

oos

sin( , , )

cos

sin ,

cos

sin

π π

π π

π

π

π

π
15

4

15

0 3 0 2

5

15
0 5

3

2

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
= = =

11

2
1

1

2
0 5= = , .

Тангенс суммы и разности

tg
tg tg

tg tg
( )α β α β

β α
+ = +

−1
α, β, ( ) ,α β π π+ ≠ + ∈

2
n n Z ;

tg
tg tg

tg tg
( )α β α β

β α
− = −

+1
α, β, ( ) ,α β π π− ≠ + ∈

2
n n Z ;

ctg
ctg ctg

ctg ctg
( )α β α β

β α
+ = −

+
1

, β, (α + β) ≠ πn, n ∈ Z;

ctg
ctg ctg

ctg ctg
( )α β α β

β α
− = +

−
1

, β, (α − β) ≠ πn, n ∈ Z.
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Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à)
tg tg

tg tg

π π

π π
10

3

20

1
10

3

20

+

−
;  á)

tg tg

tg tg

7

16

3

16

1
7

16

3

16

π π

π π

−

+
.

Ðåøåíèå.

à)
tg tg

tg tg
tg tg tg

π π

π π
π π π π10

3

20

1
10

3

20
10

3

20

5

20 4
1

+

−
= +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= = = .

á)
tg tg

tg tg
tg tg tg

7

16

3

16

1
7

16

3

16

7

16

3

16

4

16 4

π π

π π
π π π π−

+
= −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= = = 11.

Ï ð è ì å ð  2. Äîêàæèòå òîæäåñòâî:
à) tg 6α − tg 4α − tg 2α = tg 6α tg 4α tg 2α.
Äîêàçàòåëüñòâî.

tg
tg tg

tg tg
6

4 2

1 4 2
α α α

α α
= +

−
⇒ α + tg 2α = tg 6α(1 − tg4α tg 2α).

Òîãäà èç äàííîãî ðàâåíñòâà èìååì:
tg 4α + tg 2α = tg 6α − tg 6α tg 4α tg 2α = tg 6α(1 − tg4α tg 2α).

Ï ð è ì å ð  3. Âû÷èñëèòå tg 15°.
Ðåøåíèå.

tg tg
tg tg

tg tg
15 45 30

45 30

1 45 30

1
1

3

1 1
1

3

3 1

3
° = ° − ° = ° − °

+ ° °
=

−

+ ⋅
= −

+
( )

11
=

= − −
+ −

= − +
−

= − = −( )( )

( )( )
.

3 1 3 1

3 1 3 1

3 2 3 1

3 1

4 2 3

2
2 3

1.4.4. Следствия из формул сложения

Синус двойного аргумента
Ñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà ðàâåí óäâîåííîìó ïðîèçâåäåíèþ ñèíóñà è êîñèíóñà äàííîãî àðãó-

ìåíòà:

sin 2α = α = 2 sinαα cos α.α.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå: sin 2α, åñëè sinα = −0,6; 180° < α < 270°.
Ðåøåíèå. sin 2α = 2 sinα cos α. Íàéäåì cosα. 
Òàê êàê 180° < α < 270°, òî α — óãîë III ÷åòâåðòè, ò. å.
−1 < cosα < 0.

cos sin ( , ) ,α α= − − = − − − = − −1 1 0 6 1 0 362 2 , , .= − = −0 64 0 8

Èòàê, sin 2α = 2 ⋅ (−0,6) ⋅ (−0,8) = 0,96.
Îòâåò: 0,96.

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:
à) sin 15° cos 15°; á) (cos 75° − sin 75°)2.

1.4. Синус, косинус, тангенс, котангенс
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Ðåøåíèå.

à) sin cos ( sin cos ) sin ;15 15
1

2
2 15 15

1

2
30

1

2

1

2

1

4
° ° = ° ° = ° = ⋅ =

á) (cos 75° − sin 75°)2 = cos2 75° − 2 cos 75° sin 75° + sin2 75° = (cos2 75° + sin2 75°) −

– 2 cos 75° sin 75° = 1 − sin 150° = 1 – sin (180° – 30°) = 1 − sin 30° = 1
1

2

1

2
− = .

Косинус двойного аргумента
Êîñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà ðàâåí ðàçíîñòè êâàäðàòîâ êîñèíóñà è ñèíóñà äàííîãî àðãóìåíòà:

cos 2α =α = cos2 α − α − sin2 α =α = 2 cos2 α − α − 1 == 1 −− 2 sin2 α.α.

Ï ð è ì å ð  1. Äîêàæèòå òîæäåñòâî:
cos2 (α + β) + cos2 (α − β) − cos 2α cos 2β = 1.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà:

cos2(α + β) + cos2(α − β) − cos 2α cos 2β = (cosαcosβ − sin α sin β)2 + (cos α cosβ + sinα sinβ)2 −
− (cos2 α − sin2 α)(cos2 β − sin2 β) = 2 cos2 α cos2 β + 2 sin2 α sin2 β − cos2 α cos2 β + 
+ cos2 α sin2 β + sin2 αcos2 β − sin2 αsin2 β = cos2 αcos2 β + sin2 α sin2 β + cos2 α sin2 β + sin2 αcos2 β =
= cos2 α(cos2 β + sin2 β) + sin2 α(sin2 β + cos2 β) = 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå:

à) cos2 π
8

− sin2
π
8

; á) cos4 15° − sin4 15°.

Ðåøåíèå.

à) cos sin cos ;2 2

8 8 4

2

2

π π π− = =

cos4 15° − sin4 15° = (cos2 15°)2 − (sin2 15°)2 = (cos2 15° − sin2 15°)(cos2 15° + sin2 15°) =

= cos 30° ⋅ 1 =
3

2
.

Ï ð è ì å ð  3. Óïðîñòèòå:

à) 2 cos2 α − cos 2α;    á)
1 2 2

1 2 2

− +
+ +

cos sin

cos sin
.

α α
α α

.
à) 2 cos2 α − cos 2α = 2 cos2 α − (cos2 α − sin2 α) = 2 cos2 α – cos2 α + sin2 α = cos2 α + sin2 α = 1;

á)
1 2 2

1 2 2

22 2 2 2− +
+ +

= + − + +cos sin

cos sin

cos sin cos sin sin coα α
α α

α α α α α ss

cos sin cos sin sin cos

α
α α α α α α2 2 2 2 2+ + − +

=

= +
+

= +2 2

2 2

2

2

2

2

sin sin cos

cos sin cos

sin (sin cos )

cos (co

α α α
α α α

α α α
α ss sin )

sin

cos
.

α α
α
α

α
+

= = tg

Тангенс двойного аргумента
Òàíãåíñ äâîéíîãî àðãóìåíòà ðàâåí ÷àñòíîìó óäâîåííîãî òàíãåíñà àðãóìåíòà è ðàçíîñòè åäèíè-

öû è êâàäðàòà òàíãåíñà äàííîãî àðãóìåíòà:
tg 2

2tg

1 tg2
α α

α
=

−
.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à)
2

8

1
8

2

tg

tg

π

π−
; á)

6 75

1 752

tg

tg

°
− °

.
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Ðåøåíèå.

à)
2

8

1
8

2
8 4

1
2

tg

tg
tg tg

π

π
π π

−
= ⋅⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= = ;

á)
6 75

1 75
3

2 75

1 75
3 150 3 180 30 3

2 2

tg

tg

tg

tg
tg tg

°
− °

= ⋅ °
− °

= ⋅ ° = ° − ° = ⋅( ) (−− ° = − ⋅ = −tg30 3
1

3
3) .

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå tg 2α, åñëè tg α = 1

2
.

Ðåøåíèå.

tg
tg

tg
2

2

1

2
1

2

1
1

4

1
3

4

4

3
1

1

32
α α

α
=

−
=

⋅

−
= = =: .

Ï ð è ì å ð  3. Óïðîñòèòå:
1

1

1

1−
−

+tg tgα α
.

Ðåøåíèå.

1

1

1

1

1 1

1 1

1 1

1 2−
−

+
= + − −

− +
= + − +

−tg tg

tg tg

tg tg

tg tg

tgα α
α α

α α
α α( )

( )( ) αα
α

α
α=

−
=2

1
2

tg

tg
tg

2
.

1.4.5. Формулы приведения

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè àðãóìåíòîâ
π α
2

± , π ± α,
3

2

π α± , 2π ± α ìîãóò áûòü âûðàæåíû 

÷åðåç ôóíêöèè àðãóìåíòà α ñ ïîìîùüþ ôîðìóë, êîòîðûå íàçûâàþò ôîðìóëàìè ïðèâåäåíèÿ.

Äâà óãëà íàçûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè, åñëè èõ ñóììà ðàâíà 90°
π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
, äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû 

ðàâåíñòâà:

sin cosα π β= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2

cos sinα π β= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2

tg ctgα π β= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2

ctg tgα π β= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2
.

×òîáû îáëåã÷èòü çàïîìèíàíèå ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé âèäà:

sin
π

α
n
2

±⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

cos
π

α
n
2

±⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

tg
π

α
n
2

±⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

ctg Z,
π αn

n
2

±⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈,

óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òàêèìè ïðàâèëàìè:
à) ïåðåä ïðèâåäåííîé ôóíêöèåé ñòàâèòñÿ òîò çíàê, êîòîðûé èìååò èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ, åñëè

0
2

< <α π
;
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á) ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ íà «êîôóíêöèþ», åñëè ï — íå÷åòíîå; ôóíêöèÿ íå ìåíÿåòñÿ, åñëè ï — ÷åò-
íîå (êîôóíêöèÿìè ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà íàçûâàþòñÿ ñîîòâåò ñòâåííî êîñè-
íóñ, ñèíóñ, êîòàíãåíñ è òàíãåíñ).

Ïðèìåðû ê ýòîìó ïðàâèëó ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Ôóíêöèÿ

Àðãóìåíòû

ϕ π α= ±
2

ϕ = π ± α ϕ π α= ±3

2
ϕ = 2π − α

sinϕ cos α ∓ sin α −cos α −sinα

cosϕ ∓ sin α −cos α ± sin α cosα

tgϕ ∓ctg α ±tg α ∓ctg α −tgα

ctg ϕ ∓tg α ±ctg α ∓tg α −ctg α

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ:

à) sin ;
8

3

π
 á) tg

5

6

π
.

Ðåøåíèå.

à) sin sin sin sin sin
8

3
2

2

3

2

3 3 3

3

2

π π π π π π π= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = ;

á) tg tg tg
5

6 6 6

1

3

π π π π= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − = − ;.

Ï ð è ì å ð  2. Óïðîñòèòå:

ctg tg
π α π α π α

π α
2

3

2
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+

( ) sin

cos( )
.

Ðåøåíèå.

ctg tg
tg tg

π α π α π α

π α
α α α2

3

2
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
= − −

−

( ) sin

cos( )

cos

ccos

cos

cos
.

α
α
α

= = 1

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå sin
π
12

 áåç ïîìîùè òàáëèö.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå sin
cos2

2

1

2

α α= −
èìååì: sin

cos
.2

12

1
6

2

1
3

2
2

2 3

4

π
π

=
−

=
−

= −

Òàê êàê 0
12 2

< <π π
, òî 0

12
1< <sin

π
. Ïîëó÷èì: sin .

π
12

2 3

2
= −

Óïðîñòèì îòâåò:

2 3

2

2 3 2

2 2

4 2 3

2 2

3 1

2 2

3 1

2 2

3 1

2 2

6 2

4

2− = − ⋅
⋅

= − =
−

=
−

= − = −( )
.

6 2

4

−
.
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Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå sin ,
α
2

cos ,
α
2

tg
α
2

,  åñëè èçâåñòíî, ÷òî cos α = 0,8; 0
2

< <α π
.

Ðåøåíèå. Òàê êàê 0
2

< <α π
ïî óñëîâèþ, òî α ïðèíàäëåæèò I ÷åòâåðòè, è çíà÷èò, 0

2
1< <sin ,

α

0
2

1< <cos ,
α

tg
α
2

0> .

sin
cos ,

, ;
α α
2

1

2

1 0 8

2
0 1= − = − =

cos
cos , ,

, ;
α α
2

1

2

1 0 8

2

1 8

2
0 9= + = + = = tg

α α
α2

1

1

1 0 8

1 0 8

1

3
= −

+
= −

+
=cos

cos

,

,
.

Сумма и разность тригонометрических функций

sin sin sin cosα β α β α β+ = + −
2

2 2
;

cos cos cos cosα β α β α β+ = + −
2

2 2
;

sin sin sin cosα β α β α β− = − +
2

2 2
;

cos cos sin sin sin sinα β α β α β α β β α− = − + − = + −
2

2 2
2

2 2
;

tg tgα β α β
α β

+ = +sin( )

cos cos
α β π π, ,≠ + ∈

2
n n Z ;

tg tgα β α β
α β

− = −sin( )

cos cos
α β π π, ,≠ + ∈

2
n n Z ;

ctg ctgα β α β
α β

+ = +sin( )

sin sin
α, β ≠ πn, n ∈ Z;

ctg ctgα β β α
α β

− = −sin( )

sin sin
, α, β ≠ πn, n ∈ Z.

Ï ð è ì å ð  1. Ïðåîáðàçóéòå â ïðîèçâåäåíèå.

à) cos cos cos cos cos cos ;40 10 2
40 10

2

40 10

2
2 25 15° + ° =

° + ° ° − °
= ° °

á) cos cos sin sin sin sin .3 7 2
3 7

2

7 3

2
2 5 2α α α α α α α α− = + − =

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ïðè äàííîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé:
1

3

1

3 5sin sin sin sin
,

α α α α+
+

+
α π=

12
.

Ðåøåíèå. Óïðîñòèì äàííîå âûðàæåíèå:
1

3

1

3 5

1

2 2

1

2 4sin sin sin sin sin cos sin cosα α α α α α α α+
+

+
= + =

= + = =sin sin

sin sin cos

sin cos

sin sin cos

sin4 2

2 2 4

2 3

2 2 4

3α α
α α α

α α
α α α

αα
α αsin sin

.
2 4

Òàê êàê α π=
12

, èìååì:
sin

sin sin

sin

sin sin

3
12

2
12

4
12

4

6 3

2

2
1

2

3

2

2 2

3

2 2

3

⋅

⋅ ⋅
= =

⋅
= ⋅ = =

π

π π

π

π π
22 6

3
.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 1.4.
«Синус, косинус, тангенс, котангенс»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ cos 34° cos 26° – sin 34° sin 26°.

Â2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 1
12

2

2 2+ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

tg
sin

sin cosα
α

α α  è íàéäèòå åãî çíà÷åíèå, 

åñëè α = 18°.

Â3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ sin 105° – sin 75°.

Â4. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 
cos cos

sin sin

2 6

6 2

β β
β β

−
+

è íàéäèòå åãî çíà÷åíèå, åñëè β =

= 22°30′.

Â5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 
sin sin sin

cos sin

2 5 3

1 2 22

α α α
α α

+ −
+ −

 è íàéäèòå åãî çíà÷åíèå, åñëè 

sin α = 0,3.

Â6. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå cos cos cosα π α π α+ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ + −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

2

3

2

3
è íàéäèòå åãî çíà÷å-

íèå, åñëè α π=
7

.

Â7. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
sin sin

cos cos

2 4

2 4

α α
α α

+
−

è íàéäèòå åãî çíà÷åíèå, åñëè 

ctg α = 10.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7
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Â8. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ sin(α + β), åñëè sin ,α = 8

17
cos ,β = 4

5
α è β —

óãëû ïåðâîé ÷åòâåðòè.

Â9. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ cos(α + β), åñëè sin ,α = 4

5
cos ,β = − 15

17

α è β — óãëû âòîðîé ÷åòâåðòè.

Â10. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ sin 25° + sin 35° – cos 5°.

Â11. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ cos 103° cos 13° + sin 103° sin 13°.

Â12. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ cos 32° cos 58° – sin 32° sin 58°.

Â13. Âû÷èñëèòå sin 20° + sin 40° – cos 10°.

Â14. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ sin 70° – sin 50° – sin 10°.

Â15. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ sin 10° sin 30° sin 50° sin 70°.

Â16. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ cos 20° cos 40° cos 80°.

Â17. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ sin 54° – sin 18°.

Â18. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ cos 24° – cos 84° + cos 48° – cos 12°.

Â8

Â9

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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1.5. Прогрессии

1.5.1. Арифметическая прогрессия

Формулы общего члена и суммы n первых членов арифметической прогрессии
Àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé, íà÷èíàÿ 

ñî âòîðîãî, ðàâåí ïðåäûäóùåìó ÷ëåíó, ê êîòîðîìó ïðèáàâëÿþò îäíî è òî æå ÷èñëî.
Ðàçíèöà ìåæäó ïîñëåäóþùèìè è ïðåäûäóùèìè ÷ëåíàìè äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷àñòî îáîç-

íà÷àåòñÿ d è íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
Ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ìîãóò áûòü êàêèìè óãîäíî ÷èñëàìè.
Àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ âîçðàñòàþùàÿ, åñëè åå ðàçíîñòü ïîëîæèòåëüíàÿ; èëè óáûâàþùàÿ, 

åñëè åå ðàçíîñòü îòðèöàòåëüíàÿ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (àï) — àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, åñëè äëÿ ëþáîãî íà-

òóðàëüíîãî ï âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

an+1
= an + d, ãäå a ∈ N.

Îòñþäà 

d = an+1
− an, n ∈ N.

×òîáû çàäàòü àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, äîñòàòî÷íî óêàçàòü åå ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü d.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
à) 28; 26; 24; … .
Ðåøåíèå. a

1
= 28, a

2
= 26, d = a

2
− a

1
= 26 − 28 = −2.

Îòâåò: a
1
 = 28, d = −2.

á) 2 3− ; 3 2− ;  … .

Ðåøåíèå. a1 2 3= − ; a2 3 2= − ;

d a a= − = − − − = − − + = −2 1 3 2 2 3 3 2 2 3 6 2 2( ) .

a1 2 3= − ; d = −6 2 2.

Ï ð è ì å ð  2. Çàïèøèòå ïåðâûå 5 ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè: a
1
 = 4, d = −3.

Ðåøåíèå. an+1
 = an + d; a

2
 = a

1
 + d = 4 − 3 = 1; 

a
3

= a
2

+ d = 1 − 3 = −2; a
4

= a
3

+ d = −2 − 3 = −5;  a
5

= a
4

+ d = −5 − 3 = −8.
Îòâåò: a

1
= 4; a

2
= 1; a

3
= −2; a

4
= −5; a

5
= −8.

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
à) a

10
= −10; a

11
= −12.

Ðåøåíèå. d = a
11

− a
10

= −12 − (−10) = −12 + 10 = −2.
Îòâåò: d = −2.
á) an = 51; an – 1

 = 58.
Ðåøåíèå. d = an − an – 1

 = 51 − 58 = −7.
Îòâåò: d = −7.

Характеристические свойства арифметической прогрессии
Ëþáîé ÷ëåí áåñêîíå÷íîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðàâåí ñðåäíåìó 

àðèôìåòè÷åñêîìó ïðåäûäóùåãî è ïîñëåäóþùåãî ÷ëåíîâ; è íàîáîðîò, åñëè âûïîëíÿåòñÿ çàäàííîå 
ñâîéñòâî, òî ïî ñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèåé:

a
a a

n
n- n+=

+1 1

2
.
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Ï ð è ì å ð . Íàéäèòå ÷åòâåðòûé ÷ëåí è ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
à) a

3
= 120, a

5
= 140.

Ðåøåíèå. Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 

a
a a

n
n n=

+− +1 1

2
,  ò. å. a

a a
4

3 5

2

120 140

2

260

2
130=

+
= + = = ;

d = a
4
 − a

3
 = 130 − 120 = 10.

Îòâåò: à
4

= 130; d = 10.
á) a

3
= 0,3; a

5
= −2,3.

Ðåøåíèå. a
a a

4
3 5

2

0 3 2 3

2

2

2
1=

+
= − = − = −, ,

;

d = a
4

− a
3

= −1 − 0,3 = −1,3.
Îòâåò: a

4
= −1; d = −1,3.

Свойства арифметической прогрессии
Ñóììû äâóõ ÷ëåíîâ êîíå÷íîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ðàâíîóäàëåííûõ îò åå êðàéíèõ ÷ëå-

íîâ, îäèíàêîâû è ðàâíû ñóììå êðàéíèõ ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè.
Ïóñòü äàíà êîíå÷íàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ: 5; 5,2; 5,4; 5,6; 5,8; 6; 6,2.
Íàéäåì ñóììó êðàéíèõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè è ñóììû ÷ëåíîâ, ðàâíîóäàëåííûõ îò êðàéíèõ:

y
1

+ y
7

= 5 + 6,2 = 11,2; y
2

+ y
6

= 5,2 + 6 = 11,2; 

y
3
 + y

5
= 5,4 + 5,8 = 11,2; y

4
 + y

4
 = 5,6 + 5,6 = 11,2.

Ï ð è ì å ð . Ìåæäó ÷èñëàìè 7 è 15 âñòàâèòü ÷èñëî òàê, ÷òîáû ýòè òðè ÷ëåíà îáðàçîâûâàëè àðèô-
ìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü õ — èñêîìîå ÷èñëî, òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 7; õ; 15 — àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðî-

ãðåññèÿ. Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó: x = + =7 15

2
11.

Îòâåò: 11.

Формула n-го члена арифметической прогрессии

a
n

== a
1

++ (n −− 1)d, n ∈∈ N.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ñòî ïåðâûé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè a
1
 = 2, d = 4.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå an = a
1

+ (n − 1)d íàéäåì a
101

= a
1

+ 100d = 2 + 100 ⋅ 4 = 402.
Îòâåò: à

101
= 402.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå äåâÿòûé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 5; 4,2; 3,4; … .
Ðåøåíèå. a

1
= 5, d = a

2
− a

1
= 4,2 − 5 = −0,8; an = a

1
+ (n − 1)d, 

òîãäà a
9
 = a

1
 + (9 − 1)d = a

1
+ 8d = 5 + 8 ⋅ (−0,8) = 5 − 6,4 = −1,4.

Îòâåò: à
9

= −1,4.

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (àï), â êîòîðîé d = −2, a
8

= 93.
Ðåøåíèå. an = a

1
+ (n − 1)d, òîãäà a

8
 = a

1
 + 7d; 

èìååì a
1
 + 7 ⋅ (−2) = 93; a

1
 = 93 + 14 = 107.

Îòâåò: à
1

= 107.

Ï ð è ì å ð  4. Íàéäèòå ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, â êîòîðîé a
1

= 10, a
26

 = 110.
Ðåøåíèå. an = a

1
+ (n − 1)d;

èìååì 10 + 25d = 110; 25d = 110 − 10; 25d = 100, d = 4.
Îòâåò: d = 4.

1.5. Прогрессии
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Ï ð è ì å ð  5. Ñîäåðæèò ëè àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ 2; 9; … ÷èñëî 156?
Ðåøåíèå. Â äàííîé ïðîãðåññèè: 
a

1
= 2, a

2
= 9, d = a

2
− a

1
= 9 − 2 = 7.

Òîãäà ôîðìóëà ï-ãî ÷ëåíà ïðèìåò âèä: an = 2 + (n − 1) ⋅ 7.
×èñëî 156 ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì äàííîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå íàòó-

ðàëüíîå ÷èñëî ï, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 2 + (ï − 1) ⋅ 7 ðàâíÿåòñÿ 156. Ïîýòîìó ðåøèì 
óðàâíåíèå:

2 + (n − 1) ⋅ 7 = 156; (n − 1) ⋅ 7 = 154, n − 1 = 22, n = 23.
n = 23 — íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Èòàê, ÷èñëî 156 ÿâëÿåòñÿ 23-ì ÷ëåíîì äàííîé àðèôìåòè÷åñêîé 

ïðîãðåññèè.
Îòâåò: à

23
= 156.

Ï ð è ì å ð  6. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí è ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (an), åñëè ñóììà âòî-
ðîãî è ïÿòîãî åå ÷ëåíîâ ðàâíÿåòñÿ 20, à ðàçíîñòü äåâÿòîãî è òðåòüåãî ÷ëåíîâ ðàâíà 18.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ èìååì: 
a

2
+ a

5
= 20, a

9
− a

3
= 18.

Ïî ôîðìóëå ï-ãî ÷ëåíà àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 

a
2

= a
1

+ d, a
3

= a
1

+ 2d; a
5  

= a
4

+ 4d; a
9

= a
1

+ 8d.

a
2

+ a
5

= 20; a
1

+ d + a
1

+ 4d = 20; 2a
1

+ 5d = 20;

a
9

− a
3

= 18; a
1

+ 8d − a
1

− 2d = 18; 6d = 18.
Ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

2 5 20

6 18
1a d

d

+ =
=

⎧
⎨
⎩

;

;

2 5 3 20

3
1a

d

+ ⋅ =
=

⎧
⎨
⎩

;

;

2 5

3
1a

d

=
=

⎧
⎨
⎩

;

;

a

d
1 2 5

3

=
=

⎧
⎨
⎩

, ;

.

d = 3; a
1

= 2,5.

Ï ð è ì å ð  7. Ñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ èìååò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ 28; 27,7; …?
Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ: a

1
 = 28; a

2
= 27,7; d = a

2
 − a

1
= 27,7 − 28 = −0,3.

Çàïèøåì ôîðìóëó ï-ãî ÷ëåíà äàííîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè:
an = a

1
+ (n − 1)d; an = 28 + (n − 1) ⋅ (−0,3); 

an =  28 − 0,3n + 0,3 = −0,3n + 28,3.
Ïî óñëîâèþ: an > 0, −0,3n + 28,3 > 0,

−0,3n > −28,3, n < 283

3
, n < 94

1

3
.

Çíà÷èò, â äàííîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ï = 94, ò. ê. àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ ñîäåð-
æèò 94 ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíà.

Îòâåò: 94.

Формулы суммы первых n членов арифметической прогрессии
Ñóììà ÷ëåíîâ êîíå÷íîé àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà ïîëóñóììå åå êðàéíèõ ÷ëåíîâ, óì-

íîæåííîé íà ÷èñëî ÷ëåíîâ:

S
a a

nn
n=

+
⋅1

2
; S

a n d
nn =

+ −
⋅

2 1

2
1 ( )

.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ òðèäöàòè ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè: −23; −20; … .
Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ: a

1
= −23; a

2
= −20;

d = a
2
 − a

1
 = −20 − (−23) = 3.

Òîãäà, a
30

 = a
1
 + 29d = −23 + 3 ⋅ 29 = −23 + 87 = 64.

Ïîëó÷èì: 

S
a a

30
1 30

2
30

23 64

2
30 41 15 615=

+
⋅ = − + ⋅ = ⋅ = .

Îòâåò: S
30

= 615.
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Ï ð è ì å ð  2. Ñêîëüêî íóæíî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ 1, ÷òîáû 
èõ ñóììà ðàâíÿëàñü 210?

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ: a
1

= 1, d = 1, an = a
1

+ (n − 1)d = 1 + n − 1 = n.

Sn = 210; S
a a

nn
n=

+
⋅1

2
;

1

2
210

+ ⋅ =n
n , îòñþäà:

n2 + n − 420 = 0; n = − ± + = − ±1 1 1680

2

1 41

2
;

1
= −21; n

2
= 20.

×èñëî ï ∈ N íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì (ò. ê. ýòî íîìåðà ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè). Ïîýòîìó 
ï = 20.

Îòâåò: ï = 20.

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå ñóììó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå áîëüøå 105, êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà 9 äàþò 
îñòàòîê 1.

Ðåøåíèå. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå ïðè äåëåíèè íà 9 äàþò îñòàòîê 1, îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñ-
êóþ ïðîãðåññèþ (an): 1; 10; 19; …, â êîòîðîé a

1
 = 1; d = 9, an = 1 + 9(n − 1) = 9n − 8. Íàéäåì, ñêîëüêî 

÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè íå ïðåâûøàþò 105. 
Äëÿ ýòîãî ðåøèì íåðàâåíñòâà: an ≤ 105, 9n − 8 ≤ 105, 9n ≤ 113, n ≤ 12

5

9
.  Ïîýòîìó íóæíî èñêàòü 

ñóììó ïåðâûõ 12 ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè. 
Íàéäåì a

12
 = 1 + 9 ⋅ 11 = 100. Òîãäà, S12

1 100

2
12 606= + ⋅ = .

Îòâåò: S
12

= 606.

Ï ð è ì å ð  4. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ 9 ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè: −1; −2; −3; … .
Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ: a

1
= −1, a

2
= −2, d = a

2
− a

1
= −2 − (−1) = −2 + 1 = −1;

S
a d

9
12 8

2
9

2 1 8 1

2
9 5 9 45=

+
⋅ = ⋅ − + ⋅ − ⋅ = − ⋅ = −( ) ( )

.

Îòâåò: S
9 

= −45.

Текстовые задачи с практическим содержанием на использование 
арифметической прогрессии

Ï ð è ì å ð  1. Â öèðêå â îäíîì èç ñåêòîðîâ äëÿ çðèòåëåé êðåñëà óñòàíîâëåíû òàê, ÷òî êàæäûé 
ïîñëåäóþùèé ðÿä ñîäåðæèò íà îäíî ìåñòî áîëüøå, ÷åì íèæíèé. Ñêîëüêî ìåñò â ñåêòîðå, åñëè 
â ïåð âîì ðÿäó 8 êðåñåë, à ðÿäîâ âñåãî 22?

Ðåøåíèå.
×èñëî ìåñò â êàæäîì ðÿäó ñåêòîðà îáðàçóåò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ 8; 9; …, â êîòîðîé 

22 ÷ëåíà. Âñåãî ìåñò â ñåêòîðå:

S
a n d

n=
+ −

⋅ = ⋅ + − ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ =
2 1

2

2 8 22 1 1

2
22

37 22

2
37 11 4071 ( ) ( )

.

Îòâåò: 407.

Ï ð è ì å ð  2. Îòäûõàþùèé, ñëåäóÿ ñîâåòó âðà÷à, çàãîðàë â ïåðâûé äåíü 5 ìèí, à â êàæäûé ïîñ-
ëåäóþùèé äåíü óâåëè÷èâàë âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ íà ñîëíöå íà 5 ìèí. Â êàêîé äåíü íåäåëè âðåìÿ åãî 
ïðåáûâàíèÿ íà ñîëíöå áóäåò ðàâíî 40 ìèí, åñëè îí íà÷àë çàãîðàòü â ñðåäó?

Ðåøåíèå.
Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ îòäûõàþùåãî íà ñîëíöå îáðàçóåò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ: 5; 10; …
Íàéäåì, ÷åðåç ñêîëüêî äíåé âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ îòäûõàþùåãî íà ñîëíöå áóäåò ðàâíî 40 ìèí:
40 = 5 + (n − 1) ⋅ 5;
40 = 5 + 5n − 5;
5n = 40;
n = 8.
Ñëåäîâàòåëüíî, íà âîñüìîé äåíü, ò. å. â ñðåäó, îòäûõàþùèé áóäåò ïðåáûâàòü íà ñîëíöå 40 ìèí.
Îòâåò: â ñðåäó.
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1.5.2. Геометрическая прогрессия

Формулы общего члена и суммы n первых членов геометрической прогрессии
Ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé íàçûâàåòñÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïåðâûé ÷ëåí êîòîðîé 

îòëè÷åí îò íóëÿ, à êàæäûé ÷ëåí, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðàâåí ïðåäûäóùåìó ÷ëåíó, óìíîæåííîìó 

íà îäíî è òî æå íå ðàâíîå íóëþ ÷èñëî.

Ýòî ïîñòîÿííîå äëÿ äàííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëî q íàçûâàåòñÿ çíàìåíàòåëåì ãåîìåòðè÷åñ-

êîé ïðîãðåññèè.

Íàïðèìåð: 2, 6, 18, 54, 162, … (q = 3); 8, −2,
1

2
, − 1

8
,

1

32
, q = −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1

4
 — ãåîìåòðè÷åñêèå ïðî-

ãðåññèè.

Èòàê, åñëè ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ: b
1
; b

2
; b

3
; …, òî b

2
 = b

1
 ⋅ q è ò. ä., ò. å. bn+1

= bn ⋅ q, 

q
b

b
n

n

= +1 .

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè áûâàþò êîíå÷íûå, áåñêîíå÷íûå, âîçðàñòàþùèå è óáûâàþùèå.

×òîáû çàäàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ, äîñòàòî÷íî óêàçàòü åå ïåðâûé ÷ëåí è çíàìåíàòåëü.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí è çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

à) 2, 8, 32, 128, …

Ðåøåíèå. b
1

= 2, b
2

= 8, q
b

b
= = =2

1

8

2
4.

Îòâåò: b
1

= 2; q = 4.

á) 5, −5 2, 10, …

Ðåøåíèå. b
1

= 5; b2 5 2= − ; q
b

b
= = − = −2

1

5 2

5
2.

Îòâåò: b
1

= 5; q = − 2.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå ïåðâûå ïÿòü ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

à) b
1

= 4, q = −2.

Ðåøåíèå. bn+1
= bn ⋅ q; 

b
2
 = b

1
 ⋅ q = 4 ⋅ (−2) = −8; b

4
= b

3
⋅ q = 16 ⋅ (−2) = −32;

b
3

= b
2

⋅ q = −8 ⋅ (−2) = 16;  b
5

= b
4

⋅ q = −32 ⋅ (−2) = 64.

Îòâåò: 4; −8; 16; −32; 64.

á) b1 2= , q = 3.

Ðåøåíèå. b b q2 1 2 3 6= ⋅ = ⋅ = ;

b b q3 2 6 3 18 3 2= ⋅ = ⋅ = = ;

b b q4 3 3 2 3 3 6= ⋅ = ⋅ = ;

b b q5 4 3 6 3 3 18 9 2= ⋅ = ⋅ = = .

Îòâåò: 2 6 3 2 3 6 9 2; ; ; ; .

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 

b10
1

8
= − ; b11

1

16
= .

q
b

b
= = −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= − ⋅ = − = −11

10

1

16

1

8

1

16

8

1

1

2
0 5: , .

Îòâåò: q = −0,5.
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Свойства геометрической прогрессии
Ñâîéñòâî 1 (õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî)

Êâàäðàò ëþáîãî ÷ëåíà áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ðàâåí 
ïðîèçâåäåíèþ ïðåäûäóùåãî è ïî ñëåäóþùåãî ÷ëåíîâ; è íàîáîðîò, åñëè âûïîëíÿåòñÿ óêàçàííîå 
ñâîéñòâî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè ÷åñêîé:

b b bn n- n+
2

1 1= ⋅ .

Èòàê, êàæäûé ÷ëåí áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, åñòü ñðåäíåå 
ãåîìåòðè÷åñêîå äâóõ ñîñåäíèõ ñ íèì ÷ëåíîâ. Ñ ýòèì ñâîéñòâîì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè è ñâÿ-
çàíî åå íàç âàíèå.

Ñâîéñòâî 2.

Ïðîèçâåäåíèÿ ÷ëåíîâ êîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ðàâíîóäàëåííûõ îò åå êðàéíèõ 
÷ëåíîâ, îäèíàêîâû è ðàâíû ïðîèçâåäåíèþ êðàéíèõ ÷ëåíîâ.

Ï ð è ì å ð . Íàéäèòå âòîðîé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: −4; b
2
; −25; … .

Ðåøåíèå. 
Ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó ñâîéñòâó ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ: 
b b b2

2
1 3 4 25 100= ⋅ = − ⋅ − =( ) .  Îòñþäà b

2
 = 10 èëè b

2
 = −10.

Îòâåò: −10; 10.

Формула n-го члена геометрической прогрессии

b
n

= b
1

⋅ qn–1.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ñåäüìîé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè b
1

= 64, q = 1

2
.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå bn = b
1
 ⋅ qn–1 íàéäåì b b q7 1

6
6

64
1

2
64

1

64
1= ⋅ = ⋅ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ⋅ = .

Îòâåò: b
7

= 1.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå ôîðìóëó ï-ãî ÷ëåíà ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 3, 9, 27, … .

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ: b
1

= 3, b
2

= 9, q
b

b
= = =2

1

9

3
3.

Ïî ôîðìóëå bn = b
1
 ⋅ qn–1 èìååì: bn = 3 ⋅ qn–1 = 3 ⋅ 3n–1 = 3n.

Îòâåò: bn = 3n.

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, â êîòîðîé b
1

= 2, b
5

= 162.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå bn = b
1

⋅ qn–1 èìååì: 162 = 2 ⋅ q4, îòñþäà q4 162

2
81= = , q = 3 èëè q = −3.

Îòâåò: −3; 3.

Ï ð è ì å ð  4. ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 512 ÷ëåíîì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 8; 16; 32; …?
Ðåøåíèå. Ïóñòü ï — íîìåð ÷ëåíà, ðàâíîãî 512, åñëè ýòî âîçìîæíî.

Ïî óñëîâèþ: b
1
 = 8, b

2
= 16; q

b

b
= = =2

1

16

8
2, òîãäà ïî ôîðìóëå bn = b

1
 ⋅ qn–1 èìååì: 

512 = 8 ⋅ 2n–1; 2n–1 = 64; 2n–1 = 26; n − 1 = 6; n = 7. Òàê êàê ï = 7 — íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ÷èñëî 512 
ÿâëÿåòñÿ 7-ì ÷ëåíîì ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 8; 16; 32; … .
Îòâåò: b

7
 = 512.

Ï ð è ì å ð  5. Íàéäèòå çíàìåíàòåëü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (bn), â êîòîðîé b
7

= −12, b
9

= −108.
Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå bn = b

1
 ⋅ qn–1 ïîëó÷èì: b

9
 = b

1
 ⋅ q8 = −108, b

7
= b

1
⋅ q6 = −12.

Îòñþäà 
b

b

b q

b q
9

7

1
8

1
6

108

12
9=

⋅
⋅

= −
−

= ; q2 = 9; q = ±3.

Îòâåò: −3; 3.
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Формулы суммы первых n членов геометрической прогрессии

S
b q b

q

b b q

qn
n n=

−
−

=
−
−

1 1

1 1
,

S
b q

q

b q

qn

n n

=
−

−
=

−
−

1 11

1

1

1

( ) ( )
.

Åñëè q = 1, òî êàæäûé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâåí b
1
, ïîýòîìó Sn = n ⋅ b

1
.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ñóììó âîñüìè ïåðâûõ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (bn): 3; −6; 12; … .

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ: b
1
 = 3; b

2
 = −6; q

b

b
= = − = −2

1

6

3
2.

Òîãäà ïî ôîðìóëå S
b q

qn

n

=
−
−

1 1

1

( )
 íàéäåì S8

83 1 2

1 2

3 1 256

3
255= ⋅ − −

+
= ⋅ − = −( ( ) ) ( )

.

Îòâåò: S
8
= −255.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè (bn), åñëè ÷åòâåðòûé åå ÷ëåí 
âòðîå áîëüøå òðåòüåãî, à ñóììà ïåðâûõ ïÿòè ÷ëåíîâ ðàâíà –12,1.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ: b
4

= 3b
3
, òîãäà q = 3; S

5
= −12,1, 

ïîýòîìó − =
−
−

12 1
1 3

1 3
1

5

,
( )

;
b

−12,1 = 121b
1
; b

1
= −0,1.

Îòâåò: b
1

= −0,1.

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå ÷èñëî ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè Sn = 189; b
1
 = 3, q = 2.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå S
b q

qn

n

=
−
−

1 1

1

( )
 èìååì: 189

3 1 2

1 2
= ⋅ −

−
( )

;
n

1 − 2n = −63; 2n = 64, îòñþäà n = 6.
Îòâåò: n = 6.

Ï ð è ì å ð  4. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: xn − 1 = (x − 1)(1 + x + x2 + … + xn–1).
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ñóììó: 1 + x + x2 + … + xn–1, ãäå x ≠ 1.
Ñëàãàåìûå â ýòîé ñóììå ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 

1, x, x2, …, xn–1; b
1

= 1, q = x. Òàê êàê xn–1 ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì ýòîé ïðîãðåññèè ñ íîìåðîì ï, òî çàäà÷à 

ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ñóììû ï ïåðâûõ åå ÷ëåíîâ: S
x
x

x
xn

n n

= ⋅ −
−

= −
−

1 1

1

1

1

( )
.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè õ ≠ 1, òî 1
1

1
2 1+ + + + = −

−
−x x x

x
x

n
n

... .

Ïîìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà (õ − 1).
Ïîëó÷èì: xn − 1 = (x − 1)(1 + x + x2 + … + xn–1).

Бесконечно убывающая геометрическая прогрессия
Áåñêîíå÷íàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ïî ìîäóëþ ìåíüøå åäèíèöû 

(|q| < 1), íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèåé.

Íàïðèìåð:

1; 
1

2
;

1

4
;

1

8
;

1

16
;  … q =⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1

2
; −2; 

2

3
; − 2

9
;

2

27
; − 2

81
;

2

243
; … q = −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1

3
.
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Ñóììîé áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, ê êîòîðîìó ïðè-
áëèæàåòñÿ ñóììà ï ïåðâûõ ÷ëåíîâ ýòîé ïðîãðåññèè, åñëè ï áåñêîíå÷íî óâåëè÷èâàåòñÿ.

Формула суммы бесконечно убывающей геометрической прогрессии

S
b

q
=

−
1

1
, åñëè |q| << 1.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ñóììó áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè: 9; 3; 1; … .

Ðåøåíèå. Òàê êàê b
1

= 9, q = 1

3
,  òî ïî ôîðìóëå S

b

q
=

−
1

1
èìååì:

S =
−

= ⋅ = =9

1
1

3

9
3

2

27

2
13 5, .

Îòâåò: S = 13,5.
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ñóììû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü áåñêîíå÷íóþ äåñÿòè÷íóþ äðîáü â âèäå îòíîøåíèÿ
m
n

.

Ï ð è ì å ð  2. Çàïèøèòå ÷èñëî 0,(7) â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè.
Ðåøåíèå. 0,(7) = 0,777… = 0,7 + 0,07 + 0,007 + … .
Ñëàãàåìûå 0,7; 0,07; 0,007; … — ÷ëåíû áåñêîíå÷íî óáûâà þùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 

ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 0,7 è çíàìåíàòåëåì q = 0,1 (|q| < 1).

Ñóììà ýòîé ïðîãðåññèè: S =
−

= =0 7

1 0 1

0 7

0 9

7

9

,

,

,

,
. 0 7

7

9
, ( ) .=

Îòâåò:
7

9
.

Ï ð è ì å ð  3. Çàïèøèòå ÷èñëî 3,1(23) â âèäå îáûêíîâåííîé äðîáè.
Ðåøåíèå. 3,1(23) = 3,12323… = 3 + 0,1 + 0,023 + 0,00023 + … .
Ñëàãàåìûå 0,023; 0,00023; … — ÷ëåíû áåñêîíå÷íî óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 

ñ ïåðâûì ÷ëåíîì 0,023 è çíàìåíàòåëåì q = 0,01 (|q| < 1).

Ñóììà ýòîé ïðîãðåññèè: S =
−

= =0 023

1 0 01

0 023

0 99

23

990

,

,

,

,
.

Ïîýòîìó 3 1 23 3
1

10

23

990
3

122

990
3

61

495
, ( ) .= + + = =

Îòâåò: 3
61

495
.

Текстовые задачи с практическим содержанием на использование геометрической прогрессии
Ï ð è ì å ð  1. Áàíê íà÷èñëÿåò 10 % ãîäîâûõ. Êàêîé áóäåò ñóììà âêëàäà ÷åðåç 5 ëåò, åñëè âêëàä-

÷èê âëîæèë 10 000 ðóá.?
Ðåøåíèå. Åñëè âëîæåíî â áàíê à ðóá., òî ñóììà âêëàäà ñîñòàâëÿåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ:

à; a
p

1
100

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
; a

p
1

100

2

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; …

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç t ëåò ñóììà âêëàäà ñîñòàâèò S a
p

t

= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
100

.

Òàê êàê à = 10 000, ð = 10, t = 5, òî

S = ⋅ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⋅ = ⋅ =10 000 1
10

100
10 000 1 1 10 000 1 61051 16105 1

5
5( , ) , , .

Îòâåò: 16105,1 ðóá.

1.5. Прогрессии



Примеры заданий ЕГЭ54

Примеры заданий ЕГЭ по теме 1.5.
«Прогрессии»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Íàéäèòå ñîòûé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè åå ïåðâûé ÷ëåí ðàâåí 
1,2, ðàçíîñòü 4.

Â2. Íàéäèòå ïåðâûé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè (xn), åñëè x
16

= –7 è 
x

26
=  55.

Â3. Íàéäèòå ðàçíîñòü àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè a
1

= 4, a
16

= 67.

Â4. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ òðèäöàòè ÷ëåíîâ àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè –23, 
–20, … .

Â5. Ñêîëüêî íàäî âçÿòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà÷èíàÿ ñ 1, ÷òîáû 
èõ ñóììà ðàâíÿëàñü 120?

Â6. Íàéäèòå ñåäüìîé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, åñëè åå ïåðâûé ÷ëåí ðà-
âåí 2, à çíàìåíàòåëü –3.

Â7. Íàéäèòå ñåäüìîé ÷ëåí ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 8, 16, 32, … .

Â8. Íàéäèòå ñóììó áåñêîíå÷íîé óáûâàþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè 12, –4, 
4

3
, … .

Â9. Íàéäèòå ñóììó 
1

1 2

1

2 3

1

40 41⋅
+

⋅
+ +

⋅
... .

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9



Â10. Íàéäèòå ñóììó 
1

1 2

1

2 3

1

1+
+

+
+ +

+ +
... ,

n n
 åñëè n = 99.

Â11. Ñêîëüêî ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ èìååò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ 30, 26, 
22, … ?

Â12. Íàéäèòå ïåðâûé îòðèöàòåëüíûé ÷ëåí àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè 102, 95, 
88, … .

Â13. Íàéäèòå ñóììó âñåõ äâóçíà÷íûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êîòîðûå ïðè äåëåíèè 
íà 6 äàþò îñòàòîê 1.

Â14. ×åòâåðòûé è äåñÿòûé ÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-
íû 35 è 17. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ âîñüìè ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè.

Â15. ×åòâåðòûé è äåñÿòûé ÷ëåíû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñîîòâåòñòâåííî ðàâ-
íû 35 è 17. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷ëåíîâ ïðîãðåññèè.

Â16. Íàéäèòå ñóììó 1 ⋅ 21 + 2 ⋅ 22 + 3 ⋅ 23 + … + 9 ⋅ 29.

Â17. Íàéäèòå ñóììó 1
6 6 6

2+ + + + +sin sin ... sin ... .
π π πn

Â18. Íàéäèòå ñóììó 
2

3

3

5

2

3

3

5

2

3

3

52 2
+ + + + + +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ +... ... .n n

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18

Примеры заданий ЕГЭ 55
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Тренировочные тестовые задания к разделу 1 

«Выражения и преобразования»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â12 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå
16 3

2 5

18

2 5

3 21

8 6

10

7 8

⋅
⋅ ⋅

: .

Â2. Èçâåñòíî, ÷òî x2 + x = –1. Íàéäèòå x3 – 1.

Â3. Äàíî tg α + ctg α = 2. Íàéäèòå tg2 α + ctg2 α.

Â4. Íàéäèòå sin 2α, åñëè sin α = 3

5
è

π α π
2

< < .

Â5. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 26 15 3 2 33 + ⋅ −( ).

Â6. Âû÷èñëèòå log
3
 7 ⋅ log

7
 5 ⋅ log

5
 9.

Â7. Âû÷èñëèòå lg tg 1° + lg tg 2° + lg tg 3° + … + lg tg 88° + lg tg 89°.

Â8. Âû÷èñëèòå 
7 4 3

2 3
2 3

−

−
⋅ + .

Â9. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå
5 42

8

8

4

10

64 16

6

64

2

2 2

a
a

a
a

a
a a

a
a

+
+

− −
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ +
− +

− +
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
.

Â10. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 1 – cos 15° cos 75°.

Â11. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
18 4

13 16

sin cos

sin cos
,

α α
α α

−
−

α = 2.

Â12. Âû÷èñëèòå arccos sin .
2

3

π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9

Â10

Â11

Â12

Тренировочные тестовые задания к разделу 1 «Выражения и преобразования»
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Часть 2

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé Ñ1–Ñ6 òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ïîëíîå îáîñíî-
âàííîå ðåøåíèå è îòâåò.

Ñ1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 19 10 19 10 1− + − − − − =a a a a, .åñëè

Óïðîñòèòå âûðàæåíèå
3

1

3

1

6

1

12

1

24

1

48

13 3 6 12 24 48−
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+x x x x x x
.

Ñ3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 20 14 2 20 14 23 3+ + − .

Ñ4. Íàéäèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b ìíîãî÷ëåí x4 + 6x3 + 3x2 + ax + b äåëèò-
ñÿ áåç îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí x2 + 4x + 3.

Ñ5. Âû÷èñëèòå tg arcsin arctg .
1

2

24

25
3

1

2
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

Ñ6. Íàéäèòå log
25
 24, åñëè log

6
 15 = a, log

12
 8 = b.

Тренировочные тестовые задания к разделу 1 «Выражения и преобразования»
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2.1. Уравнения с одной переменной

Óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé. Â îáùåì âèäå óðàâíåíèå çàïèñûâàþò: 
f(ff x) = g(x). Ïîä ýòîé çàïèñüþ ïîíèìàþò ìàòåìàòè÷åñêóþ çàïèñü çàäà÷è íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé 
àðãóìåíòà, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå äâóõ äàííûõ ôóíêöèé ðàâíû.

Íàïðèìåð: 2x = −5 — ëèíåéíîå óðàâíåíèå;
x2 + 6x − 7 = 0 — êâàäðàòíîå óðàâíåíèå;

x x− =3 — èððàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå;

sinx =
1

2
— òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå.

Êîðíåì (èëè ðåøåíèåì) óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, êîòîðîå ïðåâðàùàåò ýòî 
óðàâíåíèå â âåðíîå ðàâåíñòâî.

Ðåøèòü óðàâíåíèå — îçíà÷àåò íàéòè âñå åãî êîðíè èëè äîêàçàòü, ÷òî èõ íåò.

Íàïðèìåð, õ = 2 — êîðåíü óðàâíåíèÿ x x+ =2 ,  ïîñêîëüêó ïðè õ = 2 ïîëó÷èì âåðíîå ðàâåíñ-
òâî: 

4 2= ,  ò. å. 2 = 2.

Îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé (ÎÄÇ) èëè îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ îá-
ùàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé f(x) è g(x), ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ óðàâíåíèÿ.

Äëÿ óðàâíåíèÿ x x− =3  ÎÄÇ: x − 3 ≥ 0, ò. å. x ≥ 3, ïîñêîëüêó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
f x x( ) = + 2 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ x − 3 ≥ 0, à îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f(x) = x — ìíîæåñ-
òâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Уравнение-следствие
Åñëè êàæäûé êîðåíü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ, òî âòîðîå óðàâ-

íåíèå íàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî.
Åñëè èç ïðàâèëüíîñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò ïðàâèëüíîñòü êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî, òî 

ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ-ñëåäñòâèÿ.
Ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé-ñëåäñòâèé íå ïðîèñõîäèò ïîòåðè êîðíåé íà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ, 

íî âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ïîñòîðîííèõ êîðíåé. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé-ñëåäñòâèé 
ïðîâåðêà ïîëó÷åííûõ êîðíåé ïîäñòàíîâêîé â íà÷àëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ 
ðåøåíèÿ.

Íàïðèìåð, x x+ =2 .

Раздел 2. Уравнения и неравенства
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Âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò:

( ) ;x x+ =2 2 2

x + 2 = x2; 
x2 − x − 2 = 0; 
x

1
= 2; x

2
 = −1.

Ïðîâåðêà: õ = 2 — êîðåíü, ò. ê. 2 2 2+ = , ò. å. 2 = 2; õ = −1 — ïîñòîðîííèé êîðåíü, ò. ê. 

− + ≠ −1 2 1;  1 ≠ −1.

2.2. Равносильность уравнений

Äâà óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè íà íåêîòîðîì ìíîæå ñòâå, åñëè íà ýòîì ìíîæåñòâå 
îíè èìåþò îäíè è òå æå êîðíè. Òî åñòü êàæäûé êîðåíü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âòî-
ðîãî è, íàîáîðîò, êàæäûé êîðåíü âòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïåðâîãî.

Óðàâíåíèÿ, íå èìåþùèå êîðíåé, ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè.

Преобразования, при которых уравнение переходит в равносильное ему уравнение
1. Åñëè â óðàâíåíèè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå, ðàâíî-

ñèëüíîå äàííîìó. Hàïðèìåð: x + 4 = 2x + 9 ⇔ 2x + 9 = x + 4.
2. Åñëè â óðàâíåíèè êàêîå-íèáóäü ñëàãàåìîå ïåðåíåñòè èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ, èçìåíèâ åãî 

çíàê íà ïðîòèâîïîëîæíûé, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó. Hàïðèìåð: 
2x + 7 = x − 3 ⇔ 2x − x = −7 − 3.

3. Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, 

òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó. Hàïðèìåð, óðàâíåíèå 
x x+ =1

4
 ðàâíîñèëüíî 

óðàâíåíèþ x + 1 = 4x (óðàâíåíèå x + 1 = 4x ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèÿ 
x x+ =1

4
 óìíîæåíèåì îáå-

èõ ÷àñòåé íà ÷èñëî 4). 
4. Åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ïðèáàâèòü èëè âû÷åñòü èç íèõ îäíî è òî æå ÷èñëî, òî ïîëó-

÷èòñÿ óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó. Hàïðèìåð: x + 2 = 5x ⇔ x + 2 + 7 = 5x + 7; 5x + 2 = 0 ⇔
⇔ 5x + 2 − 2 = 0 − 2.

5. Åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ïðèáàâèòü èëè âû÷åñòü èç íèõ ëþáóþ ôóíêöèþ, òî ïîëó-
÷èòñÿ óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó ïðè óñëîâèè, ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî 
è äàííîãî óðàâíåíèé ñîâïàäàþò. Hàïðèìåð: x = 2 ⇔ x + x2 = 2 + x2; x3 + 5x = 8 + 5x ⇔ x3 = 8.

Схема поиска плана решения уравнений
Ðåøåíèå óðàâíåíèé

Ñ ïîìîùüþ
óðàâíåíèé-ñëåä ñòâèé

Ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãàðàíòèðóþùèå
ñîõðàíåíèå ïðàâèëüíîãî ðàâåíñòâà

Ó÷åò ÎÄÇ íà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ

Ïðîâåðêà êîðíåé ïîäñòàíîâêîé â íà÷àëüíîå
óðàâíåíèå

Ñîõðàíåíèå íà ÎÄÇ ïðàâèëüíîñòè
ðàâåíñòâà ïðè ïðÿìûõ è îáðàòíûõ 
ïðåîáðàçîâàíèÿõ

2.1. Равносильность уравнений
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Â ñõåìå:
1 — íà÷àëüíîå óðàâíåíèå;
2 — óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ íà÷àëüíîãî;
↓↑ — ñèìâîëè÷åñêîå èçîáðàæåíèå íàïðàâëåíèÿ âûïîëíåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Ï ð è ì å ð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 
5

2

3

1x x−
=

−
.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî 
íåîáõîäèìî ó÷åñòü ÎÄÇ, ïîýòîìó çàôèêñèðóåì åå îãðàíè÷åíèÿ â íà÷àëå ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî 
â óðàâíåíèè îãðàíè÷åíèÿ ÎÄÇ ìîæíî òîëüêî çàôèêñèðîâàòü, íî íå ðåøèòü, à â êîíöå — ïðîâå-
ðèòü, âûïîëíÿþòñÿ ëè ýòè îãðàíè÷åíèÿ äëÿ íàéäåííûõ êîðíåé.

ÎÄÇ: x − 2 ≠ 0; x − 1 ≠ 0.
Íà ýòîì ÎÄÇ óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèÿì:

5

2

3

1
0

5 1 3 2

2 1
0

2 1

1 2
0

x x
x x
x x

x
x x−

−
−

= ⇔
− − −

− −
= ⇔

+
− −

=
( ) ( )

( )( ) ( )( )
.

Äðîáü ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëèòåëü ðàâåí íóëþ, à çíàìåíàòåëü äðîáè íå 
ðàâåí íóëþ.

Âòîðîå óñëîâèå óæå ó÷òåíî â ÎÄÇ, ïîýòîìó 2x + 1 = 0; x = −
1

2
.Ó÷òåì ÎÄÇ: ïðè x = −

1

2
:

x − = − − = − ≠2
1

2
2 2

1

2
0;

x − = − − = − ≠1
1

2
1 1

1

2
0.

Îòâåò: −
1

2
.

Ïðè÷èíû ïîÿâëåíèÿ ïîñòîðîííèõ êîðíåé è ïîòåðè êîðíåé
ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé

Ïðè÷èíà: ïîëó÷åíèå
óðàâíåíèé-ñëåäñòâèé 
çà ñ÷åò ñëåäóþùèõ

ïðåîáðàçîâàíèé

Ïðè êàêèõ 
ïðåîáðàçîâàíèÿõ 
ìîãóò ïîâëÿòüñÿ

Ïðèìåð íåïðàâèëüíîãî 
(èëè íåïîëíîãî) 

ðåøåíèÿ

1. Ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ,
ó êîòîðîãî ÎÄÇ øèðå, ÷åì
ó çàäàííîãî óðàâíåíèÿ.
Íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 
ïðîâåðêó ïîäñòàíîâêîé êîð-
íåé â çàäàííîå óðàâíåíèå
èëè ó÷èòûâàòü ÎÄÇ çàäàí-
íîãî óðàâíåíèÿ

à) ïðèâåäåíèå ïîäîáíûõ
÷ëåíîâ

x x x x2 2 6 2+ − = + −
Ïåðåíåñåì èç ïðàâîé ÷àñòè â ëåâóþ
ñëàãàåìîå x − 2  è ïðèâåäåì ïîäîáíûå: 
x2 − 6x = 0;
x

1
= 0; x

2
 = 6 (ïîëó÷èì ïîñòîðîííèé 

êîðåíü õ = 0, êîòîðûé íå âõîäèò â ÎÄÇ: 
x − 2 ≥ 0).
Ïðàâèëüíûé îòâåò: 6

á) ïðèâåäåíèå îáåèõ ÷àñ-
òåé óðàâíåíèÿ ê îáùåìó
çíàìåíàòåëþ (ïðè îòáðà-
ñûâàíèè çíàìåíàòåëÿ)

4

2

7

3

4

5 62x x x x+
+

+
=

+ +
Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíå-
íèÿ íà îáùèé çíàìåíàòåëü âñåõ
äðîáåé (x + 2)(x + 3). Ïîëó÷èì
4(x + 3) + 7(x + 2) = 4; x = −2 (íå ó÷ëè
ÎÄÇ: x ≠ −2, x ≠ −3).
Ïðàâèëüíûé îòâåò: êîðíåé íåò
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Ïðè÷èíà: ïîëó÷åíèå
óðàâíåíèé-ñëåäñòâèé 
çà ñ÷åò ñëåäóþùèõ

ïðåîáðàçîâàíèé

Ïðè êàêèõ 
ïðåîáðàçîâàíèÿõ 
ìîãóò ïîâëÿòüñÿ

Ïðèìåð íåïðàâèëüíîãî 
(èëè íåïîëíîãî) 

ðåøåíèÿ

â) âîçâåäåíèå îáåèõ 
÷àñòåé èððàöèîíàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ â êâàäðàò èëè 
ëþáóþ ÷åòíóþ ñòåïåíü

2 1x x+ =
2x + 1 = x; x = −1 (íå ó÷òåíî ÎÄÇ x ≥ 0; 
2x + 1 ≥ 0).
Ïðàâèëüíûé îòâåò: êîðíåé íåò

2. Âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâà-
íèé, â êîòîðûõ åñòü íåÿâ-
íîå óìíîæåíèå íà íóëü

Óìíîæåíèå îáåèõ ÷àñòåé 
íà âûðàæåíèå ñ ïåðåìåí-
íîé

x
x x

2

1

1

1−
=

−

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà (x − 1):
x

x
x

x
x x x

2
2

1
1

1

1
1 1 1

−
⋅ − =

−
− = = ±( ) ( ); ; .

(x = 1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì).
Ïðàâèëüíûé îòâåò: x = −1

3. Ïðèìåíåíèå ê îáåèì ÷àñ-
òÿì óðàâíåíèÿ ôóíê öèè,
êîòîðàÿ íå ìîíîòîííà

Âîçâåäåíèå îáåèõ ÷àñ-
òåé óðàâíåíèÿ â ÷åòíóþ 
ñòåïåíü èëè äîáàâëåíèå
ê îáåèì ÷àñòÿì òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

x x+ = −1 1

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè â êâàäðàò:

x x x x x

x x x x x x

+( ) = − + = − =

− = − = = =

1 1 1 2 1

3 0 3 0 3 0

2
2 2

2
1 2

( ) ; ;

; ( ) ; ;

(ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî õ = 0 — ïîñ-
òîðîííèé êîðåíü).
Ïðàâèëüíûé îòâåò: 3

4. ßâíîå èëè íåÿâíîå 
ñóæåíèå ÎÄÇ çàäàííîãî
óðàâíåíèÿ, â ÷àñò íîñòè, âû-
ïîëíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé,
â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò íåÿâ-
íîå äåëåíèå íà íóëü

à) äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé 
óðàâíåíèÿ íà âûðàæåíèå
ñ ïåðåìåííîé

↓
Âûâîä: òå
çíà÷åíèÿ,
íà êîòîðûå 
ñóçèëè ÎÄÇ,
íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü 
îòäåëüíî

↑
á) ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, 
óìíîæåíèå èëè äåëåíèå 
îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ 
íà âûðàæåíèå, ó êîòîðî-
ãî ÎÄÇ óæå, ÷åì ó çàäàí-
íîãî óðàâíåíèÿ

x2 = x
Ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà õ, ïî-
ëó÷èì: x = 1
(ïîòåðÿ êîðíÿ õ = 0, ò. ê. ôàêòè÷åñêè
ïîëó÷èëè

x
x

x
x

2

= ,  óðàâíåíèå, ãäå ÎÄÇ:

x ≠ 0, ò. å. ñóçèëè ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ).
Îòâåò: 0; 1

5. Ïðèìåíåíèå ôîðìóë, 
ñóæàþùèõ îáëàñòü îïðåäå-
ëåíèÿ óðàâíåíèé, â ÷àñò-
íîñòè, âîçìîæíî íåòî÷íîå
ïðèìåíåíèå ôîðìóë

Åñëè ïðèìåíÿþòñÿ ôîð-
ìóëû, ñóæàþùèå îáëàñòü 
îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åí-
íûå çíà÷åíèÿ ðàññìàòðè-
âàåì îòäåëüíî è ñëåäèì
çà ñòðîãî ñòüþ ïðèìåíå-
íèÿ ôîðìóë

lg x2 = 4
Ïî ñâîéñòâó ëîãàðèôìà:
2 lg x = 4; lg x = 2; x = 100
(ïðîèçîøëà ïîòåðÿ êîðíÿ õ = −100 èç-çà
òîãî, ÷òî ôîðìóëó lg x2 = 2 lg x ïðèìå-
íèëè áåç ìîäóëÿ).
Îòâåò: ±100

Îêîí÷àíèå òàáëèöû

2.1. Ðàâíîñèëüíîñòü óðàâíåíèé
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 2.1.
«Уравнение с одной переменной»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Çàäàíû óðàâíåíèÿ:
1) x2 – 1 = 0; 
2) 3(x + 3) = 2x + 7;
3) (3 – x)(3 + x) = 1;
4) –4x + 8 = 16 – (x + 2).
Óêàæèòå íîìåð óðàâíåíèÿ, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî –1.

Â2. Ñðåäè ÷èñåë 1; –1; 5; –6 âûáåðèòå è çàïèøèòå â îòâåò òî ÷èñëî, êîòîðîå ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ x2 – 5x – 6 = 0.

Â3. Çàäàíû ïàðû óðàâíåíèé:
1) 7(x – 3) = 49 è x – 3 = 42;
2) 2x – 7 = 0 è 2x = –7;

3)
2

3
9

x = è 2x = 3;

4) x2 = 5x – 6 è x2 – 5x + 6 = 0
Âûáåðèòå è çàïèøèòå â îòâåò íîìåð ïàðû óðàâíåíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðàâ-
íîñèëüíûìè.

Â4. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:
1) 12x – 1 = 35;
2) –x + 4 = 47;
3) 1,3x = 54 + x; 
4) 7 = 6 – 0,2x.
Â îòâåò çàïèøèòå íîìåð óðàâíåíèÿ, ðåøåíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëü-
øèé èç íàéäåííûõ êîðíåé.

Â5. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
6 7

7

80 4

5

30 2

2

x
x

x x+
+ =

+
−

−
.

Â6. Ðåøèòå óðàâíåíèå x2 + 3x + 2= 0. Â îòâåò çàïèøèòå ðàçíîñòü ìåæäó áîëüøèì 
è ìåíüøèì êîðíÿìè.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6
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Â7. Ðåøèòå óðàâíåíèå x4 – 5x2 + 4 = 0. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå êîðíåé 
äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Â8. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x2 + 3x + 1)(x2 + 3x + 3) = –1. Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó 
êîðíåé äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Â9. Ðåøèòå óðàâíåíèå 1
2

1

6

1

3

12
+

−
−

−
=

+x x x
.

Â10. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
x
x

x
x

+
−

+ −
+

=3

3

3

3
3

1

3
. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå êîðíåé 

äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Â11. Ðåøèòå óðàâíåíèå (x – 2)3 + (1– x) = –1. Â îòâåò çàïèøèòå ðàçíîñòü ìåæäó 
áîëüøèì è ìåíüøèì êîðíÿìè äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Â12. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x + 3| = 2. Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå íàéäåííûõ êîð-
íåé.

Â13. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x2 – x – 8| = –x. Â îòâåò çàïèøèòå íàèáîëüøèé êîðåíü 
äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Â14. Ðåøèòå óðàâíåíèå |x + 1| + |x – 2| = 3. Â îòâåò çàïèøèòå íàèáîëüøèé êîðåíü 
äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Â15. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà –3x2 + 12x.

Â16. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà x2 – 5x + 6.

Â17. Êîðíè x
1
è x

2
êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ x2 + 6x + q = 0 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 

x
2

= 2x
1
. Íàéäèòå q.

Â18. Èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíòû b è c óðàâíåíèÿ x2 + bx + c = 0 (ãäå c ≠ 0) ÿâëÿ-

þòñÿ åãî êîðíÿìè. Íàéäèòå 
b
c
.

Â7

Â8

Â9

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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2.3. Общие приемы решения уравнений

2.3.1. Разложение на множители

Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà îñíîâàíî íà òîì, ÷òî óðàâíåíèå f(x) ⋅ϕ(x) = 0 ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñ-

òè óðàâíåíèé 
f x

x
( )
( )

=
=

⎡
⎣⎢

0
0ϕ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) ⋅ϕ(x) = 0.

Иррациональные уравнения
Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à) ( ) ;x x2 1 2 1 0− − =  á) ( ) .x x x− − − =1 2 02

Ðåøåíèå.
à) ( ) ;x x2 1 2 1 0− − =  ÎÄÇ: 2x − 1 ≥ 0, x ≥ 0,5.

( ) ;x x2 1 2 1 0− − = x

x

2 1 0

2 1 0

− =
− =

⎡

⎣
⎢

;

;

x

x

= ±
=

⎡

⎣
⎢

1

0 5

;

, .

= −1 — íå âõîäèò â ÎÄÇ. Ñëåäîâàòåëüíî, õ = 0,5; õ = 1.
Îòâåò: 0,5; 1.
á) ÎÄÇ: x2 − x − 2 ≥ 0; (x − 2)(x + 1) ≥ 0; x ∈ (−∝; −1] ∪ [2; +∝).

( ) .x x x− − − =1 2 02 x

x x

− =

− − =

⎡

⎣
⎢

1 0

2 02

;

;

x

x x

=
= = −

⎡

⎣
⎢

1

2 1

;

, .

õ = 1 — íå âõîäèò â ÎÄÇ. Ñëåäîâàòåëüíî, õ = 2, õ = −1.
Îòâåò: 2; −1.

Тригонометрические уравнения
Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin 2x − sin x = 0.
Ðåøåíèå.
sin 2x − sin x = 0; 2

2

2

2

2
0sin cos ;

x x x x− + =

2
2

3

2
0sin cos ;

x x =
sin ;

cos ;

x

x
2

0

3

2
0

=

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

x
n n

x
k k

2
3

2 2

= ∈

= + ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

π

π π

, ;

, ;

Ζ

Ζ

x n n

x
k

k

= ∈

= + ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

2

3

2

3

π
π π

, ;

, .

Ζ

Ζ

Îòâåò: 2
3

2

3
π π π
n

k
n k, , , .+ ∈ Ζ

Показательные уравнения
Ï ð è ì å ð  1. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
25x − 24x − 23x + 22x + 2x − 1 = 0.
Ðåøåíèå.
25x − 24x − 23x + 22x + 2x − 1 = 0; (25x − 24x) − (23x − 22x) +
+ (2x − 1) = 0; 24x(2x − 1) − 23x(2x − 1) + (2x − 1) = 0; 
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(2x − 1)(24x − 23x + 1) = 0;
2 1 0

2 2 1 04 2

x

x x

− =

− + =

⎡

⎣
⎢
⎢

;

;

x =⎡

⎣
⎢

0;

.ðåøåíèéíåò

Îòâåò: 0.

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
36x − 6x = 0.
Ðåøåíèå.

36x − 6x = 0; 6x(6x − 1) = 0;
6 0

6 1 0

x

x

=

− =

⎡

⎣
⎢
⎢

;

;

6 0

6 1

x

x

=

=

⎡

⎣
⎢
⎢

ðåøåíèé íåò;

;
6x = 1; x = 0.
Îòâåò: 0.

Логарифмические уравнения

Ï ð è ì å ð  1. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
log log .5

2
5 0x x− =

Ðåøåíèå.
log log ;5

2
5 0x x− = log (log ) ;5 5 1 0x x − =

log ;

log ;
5

5

0

1 0

x

x

=
− =

⎡

⎣
⎢

x

x

=

=

⎡

⎣
⎢
⎢

5

5

0

1

;

;

x

x

=
=

⎡

⎣
⎢

1

5

;

.

Îòâåò: 1; 5.

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
(x2 − 1) log

3
 (x + 1) = 0.

Ðåøåíèå.
ÎÄÇ: x + 1 > 0; x > −1.

(x2 − 1) log
3
 (x + 1) = 0;

x

x

2

3

1 0

1 0

− =
+ =

⎡

⎣
⎢
⎢

;

log ( ) ;

x

x

= ±
+ =

⎡

⎣
⎢

1

1 1

;

;

x

x

= ±
=

⎡

⎣
⎢

1

0

;

;
x = −1 — íå âõîäèò â ÎÄÇ. Ñëåäîâàòåëüíî, õ = 0, õ = 1.

Îòâåò: 0; 1.

2.3.2. Замена переменной

Ýòî äîâîëüíî ðàñïðîñòðàíåííûé ìåòîä. Ñ åãî ïîìîùüþ ïîâòîðÿþùååñÿ âûðàæåíèå çàìåíÿþò 
îäíîé ïåðåìåííîé, ðåøàþò ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ýòîé íîâîé ïåðåìåííîé è âîçâðà-
ùàþòñÿ ê íà÷àëüíîé ïåðåìåííîé, äåëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó.

Иррациональные уравнения
Íàïðèìåð: x x x x2 26 9 6 18 9− + + − + = .
Ïóñòü x2 − 6x + 9 = t, òîãäà x2 − 6x + 18 = t + 9, t ≥ 0.

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: t t+ + =9 9. Ðåøàåì åãî ñïîñîáîì èçîëÿöèè êâàäðàòíîãî êîðíÿ: 

t t t t t t t t t t t+ = − +( ) = −( ) + = − + = = ( ) = =9 9 9 9 9 81 18 18 72 4 4 16
2 2 2 2; ; ; ; ; ; ..

Òîãäà x2 − 6x + 9
((

= 16; x2 − 6
((
x − 7 = 0; x

1
= −1; x

2
= 7.

2.3. Общие приемы решения уравнений
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Îáà êîðíÿ óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ.
Îòâåò: x = −1; x = 7.
Ðàññìîòðèì äðóãîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííîé:

2 8 12 4 62 2x x x x− + = − − .
Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ê âèäó:

2 8 12
1

2
2 8 12 122 2x x x x− + = − + −( ) .

t x x= − +2 8 122 , t > 0. Ïîëó÷èì t t= −
1

2
122 ; t2 − 2t − 24 = 0; t

1
= 6; t

2
= −4 — íå ïîäõîäèò, 

ò. ê. t > 0.

Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó: 2 8 12 62x x− + = .
2x2 − 8x + 12 = 36;
x2 − 4x + 6 = 18;
x2 − 4x − 12 = 0;
x

1
= 6; x

2
 = −2.

Îòâåò: x
1
 = −2; x

2
 = 6.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà f x g xn m( ) ( )=
Â ýòîì ñëó÷àå îáå ÷àñòè âîçâîäÿò â ñòåïåíü k = ÍÎÊ(n, m) — íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 

m è ï.
Íàïðèìåð, x x− = +1 33 .  ÎÄÇ: x − 1 ≥ 0; x ≥ 1.
Âîçâåäåì îáå ÷àñòè â ñòåïåíü ÍÎÊ(2; 3) = 6.
(x − 1)3 = (x + 3)2; x3 − 4x2 − 3x − 10 = 0.
Ïîäáîðîì íàõîäèì: x

1
= 5.

Òîãäà x3 − 4x2 − 3x − 10 = (x − 5)(x2 + x + 2) = 0.

x

x x

x− =

+ + =
=⎡

⎣
⎢

⎡

⎣
⎢

5 0

2 0

5
2

;

;

;

.ðåøåíèéíåò

Îòâåò: 5.

Тригонометрические уравнения
Åñëè óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå äâå èëè áîëåå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, óäàåòñÿ ñâåñòè ê êà-

êîé-ëèáî îäíîé (sin x, cosx, tg x è äð.), òî ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû ïåðåìåííîé òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîå îòíîñèòåëüíî ñäåëàííîé çàìåíû ïåðåìåííîé. 
Åñëè àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå óäàåòñÿ ðåøèòü, òî òåì ñàìûì èñõîäíîå óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê îä-
íîìó èëè ê ñîâîêóïíîñòè íåñêîëüêèõ ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé.

Îñîáî îòìåòèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðèâîäèìûå ê êâàäðàòíûì.

Ï ð è ì å ð  1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin x + 2cos2x − 1 = 0.
Ðåøåíèå. Çàìåíèâ cos2 x íà 1 − sin2x, ïîëó÷èì:
sin x + 2 (1 − sin2x) − 1 = 0, −2sin2 x + sinx + 1 = 0, 
2sin2x − sinx − 1 = 0.
Âûïîëíèâ çàìåíó sinx = t, t ∈ [–1; 1], ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 2t2 − t − 1 = 0.

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, íàéäåì t
1
 = 1, t2

1
2

= − . Ñëåäîâàòåëüíî, sin x = 1 èëè sin .x = − 1
2

 Åñëè 

sinx = 1, òî x n n= + ∈π π
2

2 , .Z Åñëè sin ,x = − 1
2

 òî x k kk= − + ∈+( ) , .1
6

1 π π Z

Îòâåò: π π π π
2

2 1
6

1+ − + ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

+n k n kk; ( ) , .Z

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: tg x + 3 ctg x = 4.

Ðåøåíèå. Ïóñòü tg x = t, òîãäà t
t

+ =3
4; t2 − 4t + 3 = 0; t

1
= 1; t

2
= 3.
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Èìååì:

1) tg x = 1; x n n= + ∈π π
4

, ;Ζ

2) tg x = 3; x = arctg 3 + πk, k ∈ Z.

Îòâåò:
π π
4

+ n, arctg 3 + πk, n, k ∈ Z.

Åñëè óðàâíåíèå ñîäåðæèò îäíî èç âûðàæåíèé (sin x + cos x) èëè (sin x − cos x) è ôóíêöèþ sin 2x
(èëè ïðîèçâåäåíèå sin x cos x), òî, ââîäÿ íîâóþ ïåðåìåííóþ t = sinx + cos x èëè t = sin x − cos x, 
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî t.

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, åñëè îáîçíà÷èòü

t = sinx + cosx ⇒ t2 = (sinx + cos x)2 = sin2x + 2sin x cosx + cos2õ =
2sin x cos x = 1 + sin 2x ⇒ sin 2x = t2 − 1.

Åñëè îáîçíà÷èòü

t = sinx − cos x ⇒ t2 = (sinx − cos x)2 = 1 − sin 2x ⇒
⇒ sin2x = 1 − t2.

Ï ð è ì å ð  3. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
5(sinx + cosx)2 − 13 (sinx + cosx) + 8 = 0.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èâ t = sin x + cos x, òîãäà sin cos sin ,x x x+ = +( ) ≤2

4
2π  ïîëó÷àåì:

5 13 8 0
1
1 6

2 1

2

t t
t
t

− + = ⇔ =
=

⎡
⎣⎢ ,

.

Ðàññìîòðèì êàæäîå èç óðàâíåíèé â îòäåëüíîñòè.

à) sin cos sin cos sin

cos sin

x x x x x+ = ⇔ ⋅ +⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

= ⇔ +1 2 1

2

1

2
1 2

4 4
π π
N N

ππ π
4

1
4

1

2
( ) = ⇔ +( ) = ⇔sin x

⇔ + = − + ⇔ = − + − +
4

1
4 4

1
4

( ) ( )x n x nn nπ π π π π ππ, .n ∈ Z

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå sinx + cosx = 1 ìîæíî áûëî áû ðåøàòü, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû 

sin sin cosx x x= 2
2 2

è 1 − cos x =2
2

2sin ,x ò. å.

2
2 2

2
2

0 2
2 2 2

02sin cos sin sin cos sinx x x x x x− = ⇔ −( ) = ⇔

⇔
=

− =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔
= ∈

− =

⎡

⎣
⎢
⎢

⇔
= ∈sin

cos sin

, ,x

x x

x m m
x

x m m
2

0

2 2
0

2

1
2

0

2π πZ

tg

Z

xx k k= + ∈

⎡

⎣
⎢
⎢

π π
2

2 , Z.

Ýòîò îòâåò ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå, ò. ê., ïîëàãàÿ n = 2m è n = 2k + 1, ïîëó÷àåì ñîâïàäå-
íèå îòâåòîâ.

á) sin x + cosx = 1,6 ⇔ ðåøåíèé íåò, ïîñêîëüêó ÷èñëî 1,6 > 2.

Îòâåò: − + − + ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

π π π
4

1
4

( ) .n n n Z

Показательные уравнения
Ñâåäåíèå ê îäíîé è òîé æå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3x+ 3x + 1 = 108.
Ðåøåíèå. 3x + 3x + 1 = 108 ⇔ 3x+ 3x ⋅ 3 = 108 ⇔ 3x ⋅ (1 + 3) = 108 ⇔ = = = ⇔ =3 108

4
27 3 33x x .

 (à)
 (á)

2.3. Общие приемы решения уравнений
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Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé, ñâîäÿùèõñÿ ê êâàäðàòíûì èëè àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ-
íåíèÿì âûñøèõ ñòåïåíåé

Óðàâíåíèÿ âèäà A ⋅ a2x + B ⋅ ax + C ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè ax = y ñâîäÿòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâ-

íåíèþ  Ay2 + By + C = 0, ãäå y > 0.

Ï ð è ì å ð  1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 52x − 6 ⋅ 5x + 5 = 0.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èâ 5x = y > 0, ïîëó÷àåì y2 − 6y + 5 = 0, êîðíè êîòîðîãî y
1

= 5, y
2

= 1. Îòñþäà èñ-

õîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé
5 5
5 1

1
0

x

x

x
x

=
=

⎡
⎣⎢

⇔ =
=

⎡
⎣⎢

.

Îòâåò: {1; 0}.

Óðàâíåíèÿ âèäà A ⋅a2f(x) + B ⋅ af(x) + C (a > 0, a ≠ 1) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè af(x) = y ñâîäÿòñÿ ê àë-

ãåáðàè÷åñêîìó (êâàäðàòíîìó) óðàâíåíèþ Ay2 + By + C = 0.

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 12 3 27 02 2 2x x− ⋅ + = .

Ðåøåíèå. Ïóñòü 3
2x y= , òîãäà 3 3 12 2 22 2x x y y= = ≥( ) , .

Ïîäñòàâèâ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

y2 − 12y + 27 = 0 ⇔ y
1
 = 3, y

2
 = 9 ⇔ 3 3

3 9

1
2

1

2

2

2

2

2

x

x

x
x

x
x

=
=

⎡

⎣
⎢ ⇔ =

=
⎡
⎣⎢

⇔
= ±
= ±

⎡
⎣⎢

.

Îòâåò: ± ±1 2; .

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé, ñâîäÿùèõñÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì âûñøèõ 
ñòåïåíåé

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 8x − 2x+1 − 4 = 0.

Ðåøåíèå. 8x = (23)x = (2x)3, 2x+1 = 2x ⋅2.

Îáîçíà÷èâ 2x = y, y > 0, ïîëó÷àåì:

y3 − 2y − 4 = 0; (y − 2)(y2 + 2y + 2) = 0 ⇔ y
y y

y− =
+ + =

⎡
⎣⎢

⇔ =⎡
⎣⎢

2 0
2 2 0

2
2 ðåøåíèé íåò

, y = 2 ⇔ 2x = 2 ⇔ x = 1.

Îòâåò: 1

Логарифмические уравнения
Ðåøåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííîé

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ýòèì ìåòîäîì íåîáõîäèìî îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå:

log ( ) (log ) ( log ) (log ) log ;a a a a ax x x x x2 2 2 2 2 2 2 22 2 4= = = =

log (log ) ( log ) log log .a a a a ax x x x x2 3 3 2 2 2 2 23 3 9= = = =

Â îáùåì ñëó÷àå log (log ) ( log ) log ,a
n m

a
m n

a
n n

a
nx x m x m x= = = ãäå x > 0, åñëè m — íå÷åòíîå ÷èñëî. 

Åñëè m = 2k (m — ÷åòíîå ÷èñëî), òî ïðè x ≠ 0

log log ( ) log log .a
n m

a
n k n

a
n n

a
nx x k x m x= = ⋅ =2 2

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 lg2(x3) − 3 lgx − 1 = 0.

Ðåøåíèå. lg2(x3) = (3 lgx) 2 = 32 (lgx) 2 = 9 lg2x.

Îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

2 ⋅9 lg2x − 3 lgx − 1 = 0 ⇔ 18 lg2x − 3 lgx − 1 = 0.

Ïóñòü lgx = t. Òîãäà 18t2 − 3t − 1 = 0 ⇔ t1 2

3 9 4 18
2 18

3 9
36, = ± + ⋅

⋅
= ± ⇔
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⇔
= =

= − = −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔
=

= −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔ =

=
−

t

t

x

x

x

x

1

2

1
3

12
36

1
3

6
36

1
6

1
3

1
6

10

10

lg

lg
11
6

⎡

⎣

⎢
⎢

.

10 10
1
6

1
3

−
, .

2.3.3. Использование свойств функций

Åñëè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) = g(x) è âûÿñíèëîñü, ÷òî f(x0 ≥ a, g(x) ≤ a, òî ðàâåíñòâî 

f(x) = g(x) âîçìîæíî â ñëó÷àå
f x a

g x a

( ) ;

( ) .

=
=

⎧
⎨
⎩

Åñëè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) = g(x) è âûÿñíèëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà ïðîìå-

æóòêå õ, à ôóíêöèÿ g(x) óáûâàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå (èëè íàîáîðîò), òî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü 

íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Иррациональные уравнения
Ï ð è ì å ð  1. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

x x x x2 25 6 4 4− + = − − .

Ðåøåíèå.

x x x x2 25 6 4 4− + = − − ;

x x x x2 25 6 4 4− + = − − +( );

x x x2 25 6 2− + = − −( ) ;

òàê êàê f x x x( ) ,= − + ≥2 5 6 0 à −(x − 2)2 ≤ 0, òî ïîëó÷àåì:

x x

x

2

2

5 6 0

2 0

− + =

− − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

( ) ;
õ = 2.

Îòâåò: 2.

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå óðàâíåíèå:

x x− + =7 33 .

Ðåøåíèå.

ÎÄÇ: x − 7 ≥ 0, x ≥ 7. x x− + =7 33 ; x x− = −7 3 3 .

Åñëè õ ≥ 7, òî f x x( ) = − 7 — âîçðàñòàþùàÿ, à g x x( ) = −3 3 — óáûâàþùàÿ, ñëåäîâàòåëüíî,

óðàâíåíèå x x− + =7 33 èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü, õ = 8.

Îòâåò: 8.

Тригонометрические уравнения
Ðåøåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé 

ó = sinx, y = cos x

Ðåøàÿ ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ, íåðåäêî ïðèõîäÿò ê ñèñòåìàì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos cos .x x
2

2 2+ =

2.3. Общие приемы решения уравнений
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Ðåøåíèå. Òàê êàê cos ,x
2

 cos 2x èìåþò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå, ðàâíîå 1, òî ñóììà èõ ðàâíà 2 òîãäà 

è òîëüêî òîãäà, êîãäà cos ,x
2

1= cos 2x = 1 îäíî âðåìåííî. Îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî

ñèñòåìå cos

cos

,
,

,
x

x

x n n
x k k

x n n2
1

2 1

4
4=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ = ∈

= ∈{ ⇔ = ∈π
π πZ

Z
Z

(ïîñêîëüêó ñåðèÿ ðåøåíèé x = 4nπ, n ∈ Z ïîëíîñòüþ âõîäèò â ñåðèþ x k k= ∈π, Z ).
Îòâåò: {4nπ, n ∈ Z}.

Показательные уравнения

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ïîäáîðà

Ïðè ðåøåíèè ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé ýòèì ìåòîäîì ñíà÷àëà íàõîäÿò ïóòåì ïîäáîðà êîðåíü 
èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, à çàòåì äîêàçûâàþò, ÷òî ýòîò êîðåíü — åäèíñòâåííûé, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà 
ìîíîòîííîñòè ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè.

Ï ð è ì å ð  1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 6x + 8x = 10x.
Ðåøåíèå. Ïîäáîðîì íàõîäèì, ÷òî x = 2 — êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî äðóãèõ 

êîðíåé íåò. Ðàçäåëèâ èñõîäíîå óðàâíåíèå íà 10x, ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå:

6
10

8
10

10
10

6
10

8
10

1 3
5

4
5

1
x

x

x

x

x

x

x x x x

+ = ⇔ ( ) + ( ) = ⇔ ( ) + ( ) = .

à) Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ÷èñåë x < 2 êîðíåé íåò. Åñëè x < 2, òî

3
5

3
5

4
5

4
5

3
5

4
5

3
5

4
5

1
2 2 2 2( ) > ( ) ( ) > ( ) ⇒ ( ) + ( ) > ( ) + ( ) = ⇒

x x x x

è x < 2 êîðíåé íåò.

á) Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ÷èñåë x > 2 êîðíåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ òàêæå íåò. Åñëè x > 2, òî 

3
5

3
5

4
5

4
5

3
5

4
5

3
5

4
5

1
2 2 2 2( ) < ( ) ( ) < ( ) ⇒ ( ) + ( ) < ( ) + ( ) = ⇒

x x x x

è x > 2 èñõîäíîå óðàâíåíèå êîðíåé 

íå èìååò.
Îòâåò: {2}.

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2|x| = sin x2.
Ðåøåíèå. 2|x| ≥ 1 äëÿ âñåõ x ∈ R, |sin x2| ≤ 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå

2 1

12

x

x

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

sin ;

x

x n n

=

= + ∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

2
22

;

, .
π π ΖÎòâåò: ðåøåíèé íåò. 

Логарифмические уравнения
Ï ð è ì å ð . Ðåøèòå óðàâíåíèå: log .5

21x x= −

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: 
x

x

>

− ≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

1 02

;

;

x

x

>

≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

12

;

;

x

x

>
≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

1

;

;
0 < x ≤ 1.

Íà ÎÄÇ ôóíêöèÿ y = log
5

x — âîçðàñòàþùàÿ, à ôóíêöèÿ y x= −1 2 — óáûâàþùàÿ, ïîýòîìó 

óðàâíåíèå log5
21x x= −  èìååò îäèí êîðåíü, õ = 1.

Îòâåò: õ = 1.

2.3.4. Использование графиков

Èäåÿ ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = g(x) î÷åíü ïðîñòà: íóæíî ïîñòðîèòü ãðàôè-
êè ôóíêöèé ó = f(x), ó = g(x) è íàéòè òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ñëóæàò àáñöèññû 
ýòèõ òî÷åê.
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Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé ìîæíî çàìåíèòü ññûëêîé íà êàêèå-ëèáî 
ñâîéñòâà ôóíêöèé. Åñëè, íàïðèìåð, îäíà èç ôóíêöèé ó = f(x), ó = g(x) âîçðàñòàåò, à äðóãàÿ óáûâà-
åò, òî óðàâíåíèå f(x) = g(x) ëèáî íå èìååò êîðíåé, ëèáî èìååò îäèí êîðåíü.

Иррациональные уравнения
Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: x x= − 2 .

�

��

2

1

21 4

=� �

= − �� �     Ðåøåíèå. Ãðàôèêè ôóíêöèé y x= è y x= − 2  èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå.  
Îíè  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ À (1; 1) è Â (4; 2). Çíà÷èò, óðàâíåíèå èìååò 
äâà êîðíÿ: õ

1
= 1, õ

2
= 4.

Îòâåò: 1; 4. 

Тригонометрические уравнения
Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos .2 2 22πx x x= − +
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y x x= − +2 2 2 . Åå ãðàôèêîì ñëóæèò ïàðàáîëà, âåòâè êîòîðîé íà-

ïðàâëåíû ââåðõ. Çíà÷èò, â âåðøèíå ïàðàáîëû ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ. 
Àáñöèññó âåðøèíû ïàðàáîëû íàéäåì èç óðàâíåíèÿ ′ =y 0 . Èìååì:

′ = − + ′ = − − =
= = − ⋅ + =

y x x x x

x y

( ) ; ;

, ( ) .

2

2

2 2 2 2 2 2 0

1 1 1 2 1 2 1

Èòàê, äëÿ ôóíêöèè y x x= − +2 2 2  ïîëó÷èì ó
íàèì. 

= 1. Â òî æå âðåìÿ ôóíêöèÿ y x= cos2π îáëàäàåò 

ñâîéñòâîì ó
íàèá. 

= 1. Çíà÷èò, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé 
cos ,

.

2 1

2 2 12

πx

x x

=
− + =

⎧
⎨
⎩  1.

Показательные уравнения
Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 

1

3
1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= +
x

x .

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèâ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãðàôèêè ó =
1

3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x

è ó = õ + 1, õ

çàìå÷àåì, ÷òî îíè èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó (0; 1). Çíà÷èò, óðàâíåí
⎝ ⎠

èå

1

3
1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= +
x

x  èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü: õ = 0.

Îòâåò: 0.

Логарифмические уравнения
Ïðè ðåøåíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî 

ãðàôèê ëþáîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè y xa= log ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1; 0).

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: lgõ = 1− õ.
Ðåøåíèå. Ïîñòðîèâ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãðàôèêè ôóíêöèé y x= lg

è ó = 1− õ, çàìå÷àåì, ÷òî îíè èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó (1; 0). Çíà÷èò, óðàâ-
íåíèå lgõ = 1− õ èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü: õ = 1.

Îòâåò: 1.

2.3. Общие приемы решения уравнений



Примеры заданий ЕГЭ72

Примеры заданий ЕГЭ по теме 2.3.
«Общие приемы решения уравнений»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3 0sin cos .x x+ =  Â îòâåò çàïèøèòå, ñêîëüêî èç íàéäåí-

íûõ êîðíåé ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó [0; 2π].

Â2. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå sin x = x2?

Â3. Ðåøèòå óðàâíåíèå lg x = 1 – x.

Â4. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2 sin2 x + cos x – 1 = 0. Â îòâåò çàïèøèòå, ñêîëüêî êîðíåé 
äàííîãî óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó [–π; π].

Â5. Ðåøèòå óðàâíåíèå log log .2
2

23 4x x− = Â îòâåò çàïèøèòå ïðîèçâåäåíèå êîð-

íåé.

Â6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3 02tg tg .x x− =  Â îòâåò çàïèøèòå, ñêîëüêî êîðíåé äàí-

íîãî óðàâíåíèÿ ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó [0; 2π].

Â7. Ðåøèòå óðàâíåíèå cos x(tg x – 1) = 0. Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé 
äàííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó [–π; π].

Â8. Ðåøèòå óðàâíåíèå 32x – 4 ⋅ 3x = 45.

Â9. Ðåøèòå óðàâíåíèå x x x x2 23 18 4 3 6 0+ − + + − = . Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó 

íàéäåííûõ êîðíåé.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9



Â10. Ðåøèòå óðàâíåíèå 4x+1 – 6x = 2 ⋅ 32x+2.

Â11. Ðåøèòå óðàâíåíèå sin2 x + 4 cos x = 2,75. Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî êîð-
íåé äàííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó [0; 2π].

Â12. Ðåøèòå óðàâíåíèå cos 7x + cos x = 0. Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé 
äàííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó [–π; π].

Â13. Ðåøèòå óðàâíåíèå ( ) ( ) .6 35 6 35 12+ + − =x x  Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó 

íàéäåííûõ êîðíåé.

Â14. Ðåøèòå óðàâíåíèå x x x x2 25 4 5 5 28+ + = + + . Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó íàé-

äåííûõ êîðíåé.

Â15. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
1

3 10

6

2 3 10

1

2x x x x+
+

+ +
=

+( )( )
.

Â16. Ðåøèòå óðàâíåíèå x x x x+ + + + + − + =8 2 7 1 7 4.

Â17. Ðåøèòå óðàâíåíèå x x x x3 33 2 12+ + + − = .

Â18. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3 ⋅ 16x + 2 ⋅ 81x = 5 ⋅ 36x. Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó íàéäåí-
íûõ êîðíåé.

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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2.4. Решение простейших уравнений

2.4.1.  Решение иррациональных, тригонометрических, показательных
и логарифмических уравнений

Решение иррациональных уравнений
Óðàâíåíèå, â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ íàõîäèòñÿ ïîä çíàêîì êîðíÿ, íàçûâàåòñÿ èððàöèîíàëüíûì.
Ïðè ðåøåíèè òàêèõ óðàâíåíèé ÷àùå âñåãî èõ ñâîäÿò ê ðàöèîíàëüíûì.
Ïðè ðåøåíèè èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî:
1. Â óðàâíåíèè êîðíè ÷åòíîé ñòåïåíè — àðèôìåòè÷åñêèå, ïîýòîìó çíà÷åíèå êîðíÿ íåîòðèöà-

òåëüíîå, ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå — íåîòðèöàòåëüíîå, íàïðèìåð: óðàâíåíèå x − = −3 2; êîðíåé íå 
èìååò, ïîòîìó ÷òî x − ≥3 0  âñåãäà.

2. Âñå êîðíè íå÷åòíîé ñòåïåíè îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ, çíà÷åíèå êîð-
íÿ èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå:

x + =7 33 ; ( ) ;x + =7 33 3 3 + 7 = 27; x = 20.

3. Ðåøåíèå èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàäî íà÷èíàòü ñ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
óðàâíåíèÿ, åñëè â íåãî âõîäÿò êîðíè ÷åòíîé ñòåïåíè.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, (èëè îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé — ýòî ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ÷èñåë õ, ïðè êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èìåþò ñìûñë âûðàæåíèÿ, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå.

Êîðíè óðàâíåíèÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùèå èñõîäíîìó óðàâíåíèþ, íàçûâàþòñÿ ïîñòîðîííèìè.
4. ×òîáû èñêëþ÷èòü ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå íåðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñòîðîííèå 

êîðíè, íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïðîâåðêó ðåøåíèé.
5. Ê ïîÿâëåíèþ ïîñòîðîííèõ êîðíåé ìîãóò ïðèâåñòè òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê âîçâåäåíèå 

â ÷åòíóþ ñòåïåíü îáåèõ ÷àñòåé, êîòîðûå ðàâíû ïî àáñîëþòíûì çíà÷åíèÿì, íî ìîãóò îòëè÷àòüñÿ 
çíàêîì.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ôîðìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë òèïà

ab a bn n n2 2 2= ⋅  èëè 
a
b

a

b
n

n

n
2

2

2
=

Основные методы решения иррациональных уравнений

Âîçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â ñòåïåíü

Íàïðèìåð: 9 3− = +x x .
Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè ñëåâà — êîðåíü ÷åòíîé ñòåïåíè, òî 9 − x ≥ 0 è x ≤ 9. Êðîìå òîãî, ïðàâàÿ 

÷àñòü óðàâíåíèÿ äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé, ïîñêîëüêó ñëåâà èìååì àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü.
x + 3 ≥ 0 ⇒ x ≥ −3. Òîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííîé: x ∈ [−3; 9].
Âîçâåäåì â êâàäðàò îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:
9 − x = (x + 3)2 ⇒ x2 + 6x + 9 + x − 9 = 0; x(x + 7) = 0; x

1
= 0; x

2
 = −7. Íî x

2
∉ [−3; 9]. Îòâåò: x = 0.

«Èçîëÿöèÿ» êâàäðàòíîãî êîðíÿ

Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îí óïðîùàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. Íàïðèìåð:

x x+ + − =2 3 3.

ÎÄÇ:
x

x

+ ≥
− ≥

⎧
⎨
⎩

2 0

3 0

;

;
x ∈ [−2; 3].
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Èçîëèðóåì îäèí êâàäðàòíûé êîðåíü:

x x+ = − −2 3 3 .
Âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò:

x x x x x+ = − − + − ⇒ − = −2 9 6 3 3 5 3 3 .
Åùå ðàç âîçâåäåì â êâàäðàò îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:
25 − 10x + x2 = 9(3 − x) ⇒ x2 − x − 2 = 0 ⇒ x

1
 = −1; x

2
= 2.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îáà ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Îòâåò: õ = −1; õ = 2.

«Èçîëÿöèÿ» êóáè÷åñêîãî êîðíÿ

Íàïðèìåð: x x x− + − − − =1 2 2 3 03 3 3 .
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. Èçîëèðóåì îäèí èç 

êîðíåé è âîçâåäåì â êóá îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

x x x x x x x− + − − + − − + − = −1 3 1 2 3 1 2 2 2 323 3 23( ) ( ) ( )( ) ;

3 1 2 1 2 03 3 3( )( )( ) ;x x x x− − − + − =

x

x

x

x

− =
− =

⎡

⎣
⎢ ⇒

=
=

⎡

⎣
⎢

1 0

2 0

1

2
1

2

;

;

;

;

èëè x x− + − =1 2 03 3 ; x x− = − −1 23 3 ;

x − 1 = −(x − 2); x3
3

2
= .

Îòâåò: x = 1; x = 2; x = 1,5.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà f x g xn m( ) ( )=
Â ýòîì ñëó÷àå îáå ÷àñòè âîçâîäÿò â ñòåïåíü k = ÍÎÊ(n, m) — íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 

m è ï.

Íàïðèìåð, x x− = +1 33 . ÎÄÇ: x − 1 ≥ 0; x ≥ 1.
Âîçâåäåì îáå ÷àñòè â ñòåïåíü ÍÎÊ(2; 3) = 6.
(x − 1)3 = (x + 3)2;
x3 − 4x2 − 3x − 10 = 0.
Ïîäáîðîì íàõîäèì: x

1
= 5.

Òîãäà x3 − 4x2 − 3x − 10 = (x − 5)(x2 + x + 2) = 0. Óðàâíåíèå x2 + x + 2 = 0 êîðíåé íå èìååò.
Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî õ = 5 — êîðåíü óðàâíåíèÿ.
Îòâåò: õ = 5.

Решение показательных уравнений
Óðàâíåíèÿ âèäà ax = 1; afaa (ff x) = 1; afaa (ff x) = ac; ax = b; afaa (ff x) = b; afaa (ff x) = ag(x) íàçûâàþòñÿ ïðîñòåéøèìè ïîêàçà-

òåëüíûìè óðàâíåíèÿìè.
Ïðè ðåøåíèè ýòèõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþò ñâîéñòâî ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè af(x) = ag(x) ⇔ f(x) =

= g(x), 

ãäå a > 0, a ≠ 1 — ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî a > 0, a ≠ 1, b > 0.
1) ax = 1 ⇔ ax = a0 ⇔ x = 0;
2) af(x) = 1 ⇔ af(x) = a0 ⇔ f(x) = 0;
3) af(x) = ac ⇔ f(x) = c;
4) ax = b ⇔ ax = a x ba b

a
log log⇔ = — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü ñðàçó, òàê 

êàê x = logab ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ëîãàðèôìà;

2.4. Решение простейших уравнений
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5) af(x) = b ⇔ f(x) = logab;
6) af(x) = ag(x) = f(x) = g(x).

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 1
7

5( ) =
x

.

Ðåøåíèå. 1
7

5 51
7

( ) = ⇔ =
x

x log .

Îòâåò: log .1
7

5{ }
Решение логарифмических уравнений
Ïðîñòåéøèìè ëîãàðèôìè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèÿ âèäà:

à) log
a
x == b;

á) log
a
f(ff x) == b;

â) log
a
f(ff x) == g(x);

ã) log
a
f(ff x) == log

a
g

aa
(x);

ä) logϕ(x)
f(ff x) == logϕ(x)

g
)

(x).

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé.
Ðåøåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé îñíîâûâàåòñÿ íà ñâîéñòâàõ ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíê öèè.
à) logax = b ⇔ x = ab, a > 0, a ≠ 1;
á) logaf(x) = b ⇔ f(x) = ab, a > 0, a ≠ 1;
â) logaf(x) = g(x) ⇔ f(x) = ag(x), a > 0, a ≠ 1;

ã) logaf(x) = logag(x) ⇔
f x g x
f x
g x

f x g x
f x

f x g x
g x

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
(

=
>
>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ =

>{ =
0
0

0
èëè

))
,>{ 0

ãäå a > 0, a ≠ 1.

Íà ïðàêòèêå ïðè ðåøåíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà (ã)ìîæíî ðåøàòü ëèáî ïåðâóþ ñèñòå-
ìó, ëèáî âòîðóþ, ëèáî òðåòüþ. Äîñòîèí ñòâîì ïåðâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ åå íàãëÿäíîñòü è î÷åâèäíîñòü, 
îäíàêî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü äâà íåðàâåíñòâà. Ýòîãî íåäîñòàòêà ëèøåíû âòîðàÿ è òðåòüÿ ñèñòåìû; ïðè 
ýòîì ëó÷øå âñåãî ðåøàòü òó èç ýòèõ äâóõ ñèñòåì, ãäå ïðîùå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (f(x) > 0 èëè g(x) > 0).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé âèäà logaf(x) = logag(x) ìîæíî íå ïîëüçîâàòüñÿ ñèìâîëàìè 
ýêâèâàëåíòíî ñòè è íå ðåøàòü ñìåøàííûå ñèñòåìû. Ïðè ýòîì îò èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ logaf(x) =
= logag(x) ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ f(x) = g(x). Ðåøàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, íàõîäèì åãî êîðíè, 
ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïîñòîðîííèå. Ïîñòîðîííèå êîðíè ìîæíî âûÿâèòü ëèáî ñ ïîìîùüþ ïîä-
ñòàíîâêè íàéäåííûõ êîðíåé â èñõîäíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå óðàâíåíèå, ëèáî ñ ïîìîùüþ íàõîæäåíèÿ 
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

f x
g x
( )
( )

.
>
>{ 0

0

ä) logϕ(x)
f(x) = logϕ(x)

g(x) ⇔

=
>
>
>
≠

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

⇔

=
>

f x g x
f x
g x

x
x

f x g x
f x

( ) ( )
( )
( )
( )
( )

( ) ( )
( )

0
0
0
1

0

ϕ
ϕ

ϕ(( )
( )
x
x

>
≠

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪ 0

1ϕ

 èëè 

( ) ( )
( )
( )
( )

.

f x g x
g x

x
x

=
>
>
≠

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0
0
1

ϕ
ϕ

Íà ïðàêòèêå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþáóþ èç òðåõ ñèñòåì.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: log
2
 (4x − 2) = x.

Ðåøåíèå. log
2
(4x− 2) = x ⇔ 4x− 2 = 2x ⇔ (2x)2 − 2x − 2 = 0 ⇔ 

⇔ (2x= y); èëè ⇔ =
− − =

⎡
⎣⎢

⇔ − − =
>

⎧
⎨
⎩

2
2 0

2 0
02

2x y
y y

y y
y

, ⇔
=
= −

⎡
⎣⎢

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ = =

y
y

y
xx

2
1

0
2 2 1

;
;

;
; .

Îòâåò: 1.
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 Решение тригонометрических уравнений: 
общая формула решения уравнений sin x = a, cos x = a, tg x = a

Ïðîñòåéøèìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ

sinx == a, cos x == a, tg x == a, ctg x == a.

Ðåøèòü ïðîñòåéøåå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå — çíà÷èò íàéòè ìíîæåñòâî âñåõ àðãóìåíòîâ, 
èìåþùèõ äàííîå çíà÷åíèå à òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè. Åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå 
íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì, òî ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé åãî íóæíî ñâåñòè ê îäíî-
ìó èëè íåñêîëüêèì ïðîñòåéøèì, ðåøåíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ôîðìóëàìè.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ïðîñòåéøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Уравнение sin x = a
Ïîñêîëüêó |sin x| ≤ 1, òî óðàâíåíèå sin x = a èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïðè |a| ≤ 1. Êîðíè óðàâíå-

íèÿ sin x = a ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñèíóñîèäû y = sinx ñ ïðÿìîé
y = a.

x

y = a y = sin x

y

π 2π

2π + arcsin a
3π – arcsin a

π – arcsin a

3π
–π

A
1

B
1

–1

1

0

arcsin a

Ïóñòü 0 < a < 1. Òîãäà ïðè 0 < x < π A
1
 è B

1
— òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñèíóñîèäû y = sin x è ïðÿìîé 

y = a. Àáñöèññû ýòèõ òî÷åê èìåþò êîîðäèíàòû arcsin a è π − arcsina. Ñ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè ôóíê-
öèè y = sin x ïîëó÷àåì äâå ñåðèè (äâà ìíîæåñòâà) ðåøåíèé:

x
1

= arcsin a + 2kπ, x
2
 = π − arcsina + 2kπ =

= − arcsin a + (2k + 1)π, k ∈ Z.

Ñåðèè (ãðóïïû) êîðíåé x
1
è x

2
ìîæíî ïðåäñòàâèòü îäíîé ôîðìóëîé:

x = (−1)n arcsina + nπ, n ∈ Z.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè n = 2k ⇒ x = (−1)2karcsin a + 2kπ (ñåðèÿ êîðíåé x
1
); åñëè n = 2k + 1 ⇒

⇒ x = (−1)2k+1 arcsin a + (2k + 1)π = −arcsin a + (2k + 1)π (ñåðèÿ êîðíåé x
2
).

–1

1

1

–1 0

sin x
sin x = 0

x = πn

n ∈ Z

cos x

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ôîðìóëà x = (−1)n arcsin a + nπ, n ∈ Z, äàþùàÿ ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ sinx = a, îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ −1 < a < 0, à òàêæå 
äëÿ a = 0, a = ±1, ò. å. îíà ñïðàâåäëèâà äëÿ |a| ≤ 1. Îäíàêî ïðè a = 0, a = ±1
ýòîé ôîðìóëîé ïîëüçîâàòüñÿ  íåöåëåñîîáðàçíî.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå sin x = 0. Èñïîëüçóåì òðèãîíîìå-
òðè÷åñêóþ îêðóæíîñòü.

Ïîñêîëüêó sinα — ýòî îðäèíàòà âåêòîðà åäèíè÷íîé äëèíû, òî ðåøèòü 
óðàâíåíèå sinx = 0 — ýòî ôàêòè÷åñêè íàéòè îáùèé âèä àðãóìåíòîâ, îêàí÷è-

âàþùèõñÿ íà îñè àáñöèññ. Ýòî òàêèå çíà÷åíèÿ: 0, π, −π, 2π, −2π, 3π, −3π, ò. å. îáùèé âèä àðãóìåí-
òîâ, îêàí÷èâàþùèõñÿ íà îñè àáñöèññ, åñòü nπ, n ∈ Z.

Òàêèì îáðàçîì, sin x = 0 ⇔ x = nπ, n ∈ Z.
Ðåøèòü óðàâíåíèå sinx = 1 — ýòî ôàêòè÷åñêè çàïèñàòü îáùèé âèä àðãóìåíòîâ, îêàí÷èâàþùèõ-

ñÿ íà ïîëîæèòåëüíîé ÷àñòè îñè îðäèíàò. Èõ ìîæíî çàïèñàòü òàê: x n= +π π
2

2 , n ∈ Z. 

Îòñþäà sin x = 1 ⇔ x n= +π π
2

2 , n ∈ Z.

2.4. Решение простейших уравнений



Раздел 2. Уравнения и неравенства78

–1

1

1

–1 0

sin x
sin x = 1

n ∈ Z

cos x

x =   + 2πn
π
2
–

–1

1

1

–1 0

sin x
sin x = –1

n ∈ Z

cos x

x = –  + 2πn
π
2
–

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

sinx = 0 ⇔ x = nπ, n ∈ Z;

sinx = 1 ⇔ x n= +π π
2

2 , n ∈ Z; sin x = −1 ⇔ x n= − +π π
2

2 , n ∈ Z.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ çàïèñè ðåøåíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé î÷åíü ÷àñòî èñïîëüçóþò ñèì-

âîëèêó èç òåî ðèè ìíîæåñòâ. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ sin x = 1 x n n= + ∈( )π π
2

2 , Z

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå π π
2

2+ ∈{ }n n, .Z

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin .2
4

0x −( ) =π

Ðåøåíèå.

sin ,2
4

0 2
4

2
4 8 2

x x n x n x n n−( ) = ⇔ − = ⇔ = + ⇔ = +π π π π π π π

Îòâåò: ,
8 2

x n n= + ∈π π Z.

Уравнение cos x = a
 Ïîñêîëüêó |cosx| ≤ 1, òî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïðè |a| ≤ 1. Ðàñ-

ñóæäàÿ, êàê è ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ sinx = a, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:
cos x = a ⇔ x = ±arccos a + 2nπ, n ∈ Z.

x

y = a

y = cos x
y

π 2π 3π–π

–1

1

0

– arccos a + 2π 
arccos a + 2π arccos a– arccos a

π
2

– –
π
2
–

3π
2
–

Äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ a = 0, a = ±1 èìååì:

a) cosx = 0 ⇔ x = π π
2

+ ∈n n, ;Z

á) cos x = 1 ⇔ x = 2nπ, n ∈ Z;
â) cos x = −1 ⇔ x = π + 2nπ, n ∈ Z.

–1

1

1

–1
0

sin x

cos x = 1

n ∈ Z

cos x

x = 2πn

–1

1

1

–1
0

sin x

cos x

cos x = –1

n ∈ Z

x = π + 2πn
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Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos .x
2 3

2
2

−( ) =π

Ðåøåíèå.

cos arccosx x n n
2 3

2
2 2 3

2
2

2
4

2−( ) = ⇔ − = ± + = ± + ⇔π π π π π

⇔ = ± + ⇔ = ± + ∈ ⇔x n x n n
2 3 4

2 2
3 2

4π π π π π π, Z

⇔ = + + = + = − + = + ∈x n n x n n n1 2

2
3 2

4 7
6

4 2
3 2

4
6

4π π π π π π π π π π; , .Z . Îòâåò: 7
6

4
6

4
π π π π+ + ∈n n n, , .Z

Уравнение tg x = a

y

x0
π
2

– –
3π
2

– –
π
2
–

3π
2
–

π–π

y = a

y = tg x

– π + arctg a π + arctg a
arctg a

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî âñå êîðíè óðàâíåíèÿ tg x = a çàäàþòñÿ ôîðìóëîé x = arctga + nπ, n ∈ Z.
Äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, êîãäà a = 0, a = ±1, ïîëó÷àåì:

a = 0 ⇒ tg x = 0 ⇔ x = nπ, n ∈ Z;

a = 1 ⇒ tg x = 1 ⇔ = + ∈x n nπ π
4

, ;Z

a = −1 ⇒ tg x = −1 ⇔ = − + ∈x n nπ π
4

, .Z

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: tg .x = 3

Ðåøåíèå. tg arctg , .x x n n n= ⇔ = + = + ∈3 3
3

π π π Z Îòâåò: , .n n+ ∈
3
π π Z

Уравнение ctg x = a

y

x0
π
2

– –
π
2
–

3π
2
–

π–π π

y = a

y = ctg x

– π + arctg a π + arctg a
arctg a

x = a îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåìx = arcctga + nπ, 
n ∈ Z.

Äëÿ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ a = 0, a = ±1 ïîëó÷àåì:

2.4. Решение простейших уравнений
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a = 0 ⇒ ctgx = 0 ⇔ x n n= + ∈π π
2

, ;Z

a = 1 ⇒ ctg x = 1 ⇔ x n n= + ∈π π
4

, ;Z

a = −1 ⇒ ctgx = −1 ⇔ x n n= + ∈3
4
π π, Z .

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: ctg2 2
4

1
3

x −( ) =π .

Ðåøåíèå. ctg ctg 22 2
4

1
3 4

1
3

3
3

x x−( ) = ⇔ −( ) = ± = ± ⇔π π

⇔
− = + ∈

− = −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

2
4

2
4

x n n

x k k

π π

π π

arcctg 3
3

Z;

arcctg 3
3

Z;

,

,

⇔⇔
= + + = +

= + + = +

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔
= +2

4 3
7
12

2
4

2
3

11
12

7
24

x n n

x k k

x nπ π π π π

π π π π π

π;

;

ππ

π π
2

11
24 2

, ;

, .

n

x k n

∈

= + ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

Z

Z

Îòâåò: 7
24 2

11
24 2

π π π π+ ∈ + ∈n n k k, ,Z; Z.

Òàáëèöà ðåøåíèé ïðîñòåéøèõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé

sinx = a cosx = a

|a| < 1 (−1)ï ⋅ arcsina + πn, n ∈ Z ±arccosa + 2πn, n ∈ Ζ

|a| > 1 ∅ ∅

a = 0 πn
π

π
2

+ n

a = 1
π

π
2

2+ n 2πn

a = −1 − +
π

π
2

2 n π + 2πn

tg x = a ctgx = a

|a| < 1 arctg a + πn arcctg a + πn

|a| > 1 arctg a + πn arcctg a + πn

a = 0 πn
π

π
2

+ n

a = 1
π

π
4

+ n
π

π
4

+ n

a = −1 − +
π

π
4

n − +
π

π
4

n

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ òàáëèöû n ∈ Z.
Îòìåòèì, ÷òî ïðè a = 0, a = ±1 îáùèìè ôîðìóëàìè òàêæå ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, îíè äàþò âåðíûé 

ðåçóëüòàò, îäíàêî çà÷àñòóþ ýòè ôîðìóëû íå èìåþò êîìïàêòíîãî âèäà. Íàïðèìåð, åñëè èñïîëüçî-
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âàòü ÷àñòíûå  ñëó÷àè, òî sin x = 1 ⇔ x n= +π π
2

2 , n ∈ Z. Åñëè æå âîñïîëüçîâàòüñÿ îáùåé ôîðìóëîé, 

òî sinx = 1 ⇔ x = (−1)k arcsin 1 + kπ = (−1)k ⋅ π
2

+ kπ, k ∈ Z.

Ïîêàæåì, ÷òî x n n Z= + ∈π π
2

2 , è x k k Zk= − + ∈( ) ,1
2
π π  — ýòî îäíî è òî æå ìíîæåñòâî.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè k = 2n ⇒ x = (−1)2n arcsin1 + 2nπ = π π
2

2+ ∈n n, ;Z ïðè k = 2n + 1 ⇒

⇒ x = (−1)2n+1 arcsin 1 + (2n + 1)π = − + + = + ∈π π π π π
2

2
2

2n n n, .Z ðåøåíèé, 

ïîëó÷åííûå äâóìÿ ñïîñîáàìè,  ñîâïàäàþò.

2.4.2.  Использование нескольких приемов при решении уравнений

 Использование нескольких приемов при решении иррациональных уравнений

Óðàâíåíèÿ âèäà f x f x h x( ) ( ) ( )3 ± =3 èëè f x g x h x( ) ( ) ( )3 3 3± =

Ïðè ðåøåíèè òàêîãî óðàâíåíèÿ îáå ÷àñòè âîçâîäÿò â êóá ïî ôîðìóëå:

( 3 (3 3 3 3 3 3a b a b ab a b± = ± ± +) )

è âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû, çàìåíÿþò íà ïðàâóþ ÷àñòü èñõîäíîãî 
óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Íîâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èâøååñÿ ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè, íå ðàâíîñèëüíî äàííîìó, 
à ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì-ñëåäñòâèåì. Ïîýòîìó ðàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èâøååñÿ ïðè ýòîì, 
ìîæåò èìåòü ïîñòîðîííèå êîðíè, êîòîðûå îòñåèâàþòñÿ ïðîâåðêîé.

Ï ð è ì å ð . Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 24 2 63 3 3x x x+ − + = .
Ðåøåíèå.
Âîçâåäåì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êóá:

3 24 2 6 3 3 24 2 6 3 24 2 63 3 3x x x x x x x+ − − − + + + − + =( )( )( ) ) .

Çàìåíèì âûðàæåíèå ( ( ) )3 24 2 63 3x x+ − + íà x3 , ó÷èòûâàÿ óñëîâèå.
Ïîëó÷èì:

( )( )3 24 2 6 63 x x x+ + = èëè x3 + 11x2 + 24x − 36 = 0.
Íàõîäèì êîðíè óðàâíåíèÿ: x

1
 = 1; x

2,3
 = −6.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî õ = −6 — ïîñòîðîííèé êîðåíü.
Îòâåò: õ = 1.

Ñâåäåíèå èððàöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì ïðèìåð: x x+ + − =7 28 53 3 .

Ïóñòü x a+ =73 , 283 − =x b, òîãäà a + b = 5.

Íàéäåì a3 + b3 = x + 7 + 28 − x = 35.
Ïîëó÷èì ñèñòåìó:

a b

a b

a b ab a b

a b

ab

a

3 3 335

5

3 35

5

6+ =
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ + − + =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

=;

;

( ) ( ) ;

;

;

++ =
⎧
⎨
⎩ b 5.

Èìååì äâå ñèñòåìû:
a

b

=
=

⎧
⎨
⎩

2

3

;

;
èëè

a

b

=
=

⎧
⎨
⎩

3

2

;

;

2.4. Решение простейших уравнений
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x

x

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

7 2

28 3

3

3

;

;

x

x

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

7 3

28 2

3

3

;

;

 = 1;  x = 20.
Îòâåò: õ = 1; õ = 20.

 Использование нескольких приемов при решении тригонометрических уравнений

Ðåøåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îäíîðîäíûõ îòíîñèòåëüíî ñèíóñà è êîñèíóñà, 
à òàêæå ïðèâîäèìûõ ê îäíîðîäíûì

Îäíîðîäíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà:
• a

0
sinαx + a

1
cos αx = 0 (îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ 1-é ñòåïåíè), a

0
≠ 0, a

1
≠ 0;

• a
0
sin2 αx + a

1
sinαx cos αx + a

2
cos2 αx = 0 (îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ 2-é ñòåïåíè), a

0
≠ 0, a

1
≠ 0, 

a
2

≠ 0;
• a

0
sin3 αx + a

1
sin2 αx cos αx + a

2
sinαx cos2 αx + a

3
cos3 αx = 0 (îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ 3-é ñòåïåíè), 

a
0

≠ 0, a
1

≠ 0, a
2

≠ 0, a
3

≠ 0.
Óðàâíåíèå a

0
sin2 αx + a

1
sin αx cosαx + a

2
cos2 αx = c ïðè c ≠ 0 íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, íî åãî 

ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ 2-é ñòåïåíè, çàìåíèâ ÷èñëî c òîæäåñòâåííî ðàâíûì 
åìó âûðàæåíèåì (sin2 αx + cos2 αx) ⋅ c.

Äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå a
0

≠ 0 ðàññìîòðèì òàêèå çíà÷åíèÿ x, äëÿ êîòî-
ðûõ cos αx = 0. Òîãäà èç èñõîäíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ x
äîëæíî áûòü è sin αx = 0, à ýòî íåâîçìîæíî, ò. ê. ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîìó òðèãîíîìåòðè÷åñêîìó 
òîæäåñòâó sin2 αx + cos2 αx = 1. Îòñþäà ðåøåíèÿìè îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (ïðè a

0
≠ 0) ìîãóò áûòü 

òîëüêî òàêèå çíà÷åíèÿ x, äëÿ êîòîðûõ cosαx ≠ 0. Òàêèì îáðàçîì, îäíîðîäíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå 
óðàâíåíèå ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî tgαx, åñëè âñå åãî ÷ëåíû ðàçäåëèòü íà cosk αx
è ïðè ýòîì (åñëè a

0
≠ 0) òàêîå äåëåíèå íå ïðèâåäåò ê ïîòåðå ðåøåíèé, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ x, ïðè 

êîòîðûõ cos αx = 0, íå óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ. Åñëè æå a
0

= 0, òî òàêîå äåëåíèå 
ïðèâåäåò ê ïîòåðå êîðíåé, è, çíà÷èò, â îòâåò ñëåäóåò âêëþ÷èòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ cos αx = 0, 

ò. å. x n n= + ∈π
α

π
α2

, .Z

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2sinx + 3cosx = 0.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà cosx ≠ 0, ïîëó÷èì:

2tg x + 3 = 0 ⇔ tg x = − ⇔ = −( ) + = − + ∈3
2

3
2

3
2

x n n narctg arctg Zπ π, .

Îòâåò: − + ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

arctg Z3
2

n nπ .

óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîé ïîäñòàíîâêè tg
x

t
2

=

Ïðè èñïîëüçîâàíèè óíèâåðñàëüíîé ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè sinx, cosx âûðàæàþòñÿ ÷åðåç tg x
2( )

ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

sin , cos .x

x

x
x

x

x
=

+
=

−

+

2
2

1
2

1
2

1
2

tg

tg

tg

tg2

2

2
 

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó tg = x
2

 ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ÎÄÇ ëåâîé ÷àñòè ýòèõ 

ôîðìóë: õ ∈ R, à ÎÄÇ ïðàâûõ ÷àñòåé: cos ; ; , ,x x n x n n
2

0
2 2

2≠ ≠ + ≠ + ∈π π π π Z ïîýòîìó ïðèìåíÿÿ 

ýòè ôîðìóëû, íåîáõîäèìî îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé õ = , ,n n2+ ∈π π Z (ïðîâåðèòü íå ÿâëÿþòñÿ 

÷èñëà õ = , ,n n2+ ∈π π Z ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ).
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Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2sin x + cos x = 2.

Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ â èñõîäíîì óðàâíåíèè ïîäñòàíîâêó tg x t
2

= , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

2 2
1

1
1

2 3 4 1 02

2

2
2⋅

+
+ −

+
= ⇔ − + = ⇔t

t
t
t

t t t
1

= 1, t2

1
3

= .

Èç óðàâíåíèÿ tg x
2

1= ïîëó÷àåì: x n x n n
2 4 2

2= + ⇔ = + ∈π π π π, .Z

óðàâíåíèÿ 

tg arctg 1
3

arctg 1
3

Zx x k x k k
2

1
3 2

2 2= ⇔ = + ⇔ = + ∈π π, .

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, íå óäîâëåòâîðÿþò ëè èñõîäíîìó óðàâíåíèþ ÷èñëà x = π + 2mπ, m ∈ Z. Ïîä-
ñòàâëÿÿ x = π + 2mπ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, èìååì:

2sin (π + 2mπ) + cos (π + 2mπ) = 2 ⋅ 0 + (−1) = −1 ≠ 2; 

çíà÷èò, ÷èñëà x = π + 2mπ, m ∈ Z íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: π π π
2

2 2 2+ + ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

n k n k; , .arctg 1
3

Z

Ìåòîä ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî àðãóìåíòà

Èíîãäà ïðè ðåøåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

a x b x a b xsin cos sin( ),+ = + +2 2 ϕ

ãäå cos ,ϕ =
+

a

a b2 2
sin .ϕ =

+
b

a b2 2

Ï ð è ì å ð . Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 1sin cos .x x− =

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 3 1 2
2

2( ) + − =( ) , òî

3 1sin cosx x− = ⇔ ⇔ ⋅ − ⋅
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇔ −( ) = ⇔sin cos sin cos sin cosx x x x3
2

1
2

1
2

2
6 6

1π π

⇔ −( ) = ⇔ −( ) = ⇔ − = − + ⇔2
6

1
6

1
2 6

1
6

sin sin ( )x x x nnπ π π π π ⇔ = + − + ∈x n nnπ π π
6

1
6

( ) , .Z

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ìû ó÷ëè òîò ôàêò, ÷òî åñëè cos ,ϕ = 3
2

sin ,ϕ = 1
2

òî ϕ ìîæíî ïîëîæèòü 
ðàâíûì π

6
.

Îòâåò: π π π
6

1
6

+ − + ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

( ) .n n n Z

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïðåîáðàçîâàíèåì ñóììû (ðàçíîñòè) òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé 
â ïðîèçâåäåíèå

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: sinαx = sin βx.
Ðåøåíèå. sinαx = sin βx ⇔ sin αx − sinβx = 0 ⇔

⇔ 2
2 2

0sin
( )

cos
( )α β α β− + = ⇔x x

⇔

− =

+ =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔

− =

+ = +

⎡

⎣

⎢
⎢

sin
( )

cos
( )

( )

( )

α β

α β

α β π

α β π π

x

x

x
n

x
k

2
0

2
0

2

2 2
⎢⎢

⇔
=

−
∈

= +
+

∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

x n n

x k k

2

2

π
α β
π π
α β

,

,
.

Z

Z

Îòâåò: 2 2n k n kπ
α β

π π
α β−
+

+
∈⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

; , .Z
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ñóììó

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos 3x cos 9x = cos x cos 7x.
Ðåøåíèå. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé 

â ñóììó, ïîëó÷àåì:

1
2

12 6 1
2

8 6 12 8 0(cos cos ) (cos cos ) cos cosx x x x x x+ = + ⇔ − = ⇔

⇔ − = ⇔ =
=

⎡
⎣⎢

⇔ =
=

⎡
⎣⎢

⇔
=

2 10 2 0
10 0
2 0

10
2

10sin sin
sin
sin

,
x x

x
x

x n
x k

x n
π

π

π nn

x k k

∈

= ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

Z

Zπ
2

,
.

Ñåðèÿ ðåøåíèé x
kp=
2

, k ∈ Z, ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñåðèè ðåøåíèé x n n= ∈π
10

, ,Z  ïîýòîìó 

â îòâåòå íóæíî çàïèñàòü x n n= ∈π
10

, Z (ïðè n = 5k ñåðèè x n= π
10

è x k= π
2

ñîâïàäàþò).

Îòâåò: n nπ
10

∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

Z .

Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìíîæåñòâ
nπ
10

 è k n kπ
2

, , ,∈Z ñðàâíèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, 

òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ â ïðèìåðå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå 
áóêâû.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ðåøàåìûå ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóë ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè

Ïðè ðåøåíèè ïîäîáíîãî ðîäà óðàâíåíèé ïîëüçóþòñÿ ôîðìóëàìè ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè: 

sin cos ,2 2
2

α α= −1 cos2

2
α α= +1 cos2 .

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos cos cos .2 2 23 4 5 3
2

x x x+ + =

Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè

cos2

2
α α= +1 cos2 ,  ïîëó÷àåì:

1 6
2

1 8
2

1 10
2

3
2

+ + + + + = ⇔cos cos cosx x x

⇔ cos 6x + cos 8x + cos 10x = 0 ⇔ cos 10x + cos 6x + cos 8x = 0.
Ïðèìåíèâ ê ïåðâûì äâóì ñëàãàåìûì ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû îäíîèìåííûõ òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì:

2cos 8x cos 2x + cos 8x = 0 ⇔ cos 8x (2cos 2x + 1) = 0 ⇔ =
+ =

⎡
⎣⎢

⇔
= + ∈

= ± + ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

cos
cos

,

,
.

8 0
2 2 1 0

8

3

x
x

x n n

x k k

π π

π π
16

Z

Z

Îòâåò: π π π π
16 8 3

+ ± + ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

n k n k; , .Z

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóë äâîéíîãî è òðîéíîãî àðãóìåíòîâ

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin2x = cos x.
Ðåøåíèå. Â ëåâîé ÷àñòè ïðèìåíèì ôîðìóëó sin2x = sin x cos x. Äåëèòü îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî 

óðàâíåíèÿ íà cos x íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ýòî ïðèâåäåò ê ïîòåðå ðåøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè óðàâ-
íåíèÿ cosx = 0. Ïîëó÷àåì: 

sin2x = cos x ⇔ 2sin x cos x = cosx ⇔ 2sin x cosx − cos x = 0 ⇔

⇔ − = ⇔ =
− =

⎡
⎣⎢

⇔
= + ∈

= − +
cos ( sin )

cos
sin

,

( )
x x

x
x

x n n

x kk
2 1 0

0
2 1 0

2

1
6

π π

π

Z

ππ,
.

k∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢ Z

Îòâåò: π π π π
2

1
6

+ − + ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

n k n kk; ( ) , .Z
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Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùèå îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè
Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ñ îáðàòíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-

íåííûé ïðèåì — ïåðåõîä îò ðàâåíñòâà óãëîâ ê ðàâåíñòâó òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðè 
ýòîì ïîëó÷àþùèåñÿ óðàâíåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå íå áóäóò ðàâíîñèëüíû èñõîäíûì, ò. ê. ïðîèñõîäèò 
ðàñøèðåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíî ïîÿâëåíèå 
ïîñòîðîííèõ êîðíåé. Îòñþäà íåîáõîäèìà ïðîâåðêà ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé, åñëè íå âåçäå áûëè ðàâ-
íîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: arcsin .x x− =arccos π
6

Ðåøåíèå.

1 ñïîñîá. Ïîñêîëüêó arcsin ,x x+ =arccos π
2

òî, ïîäñòàâèâ arccos arcsinx x= −π
2

 â èñõîäíîå óðàâ-

íåíèå, ïîëó÷àåì:

arcsin arcsin arcsin .x x x x− −( ) = ⇔ = ⇔ =π π π
2 6 3

3
2

Îòâåò: 3
2

.

2 ñïîñîá. Çàïèñàâ èñõîäíîå óðàâíåíèå â âèäå arcsin arccos ,x x= +π
6

âîçüìåì ñèíóñ îò îáåèõ 

÷àñòåé ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ:

sin(arcsin ) sin arccos sin cos(arccos )x x x x= +( ) ⇒ = ⋅ +π π
6 6

+ ⋅ ⇒ = ⋅ + − ⋅ ⇔sin(arccos ) cosx x x xπ
6

1
2

1
3

2
2

⇔ − ⋅ = ⇒ − = ⇔ = ⇔ = = −1
3

2
1
2

3 1
3
4

3
2

3
2

2 2 2 2
1 2x x x x x x x( ) , .

Ïðè x x x x1 1 1 1

3
2

3
2

3
2 3 6 6

3
2

= − = − = − = ⇒ =arcsin arccos arcsin arccos π π π
— êîðåíü èñõîäíîãî 

óðàâíåíèÿ.

Ïðè x x x2 2 2

3
2

3
2

3
2

= − − = −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −arcsin arccos arcsin arccos π
66

5
6

3
21− = − ⇒ =π π x — ïîñòî-

ðîííèé êîðåíü.

  Использование нескольких приемов при решении показательных уравнений
Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèâîäèìûõ ê ïðîñòåéøèì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà 

óðàâíèâàíèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé
Ñíà÷àëà ïðèâîäÿò ïîêàçàòåëü íûå óðàâíåíèÿ ê îäíîìó îñíîâàíèþ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà, 

çàòåì óðàâíèâàþò ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà, ïîñëå ýòîãî ðåøàþò ïî-
ëó÷åííîå óðàâíåíèå.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: ( , ) .0 25 256
2

2
3

−
+=x

x

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ñòåïåíè ê îäèíàêîâîìó îñíîâàíèþ, à çàòåì ïðèðàâíÿåì ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé: 

0 25
1
4

2
256
2

2
2

22
3

8

3
5, .= = = =−

+ +
−, 

x x
x

Îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî òàêîìó:
(2 –2) 2 – x = 25 – x ⇔ 2 –4 + 2x = 25 – x ⇔ −4 + 2x = 5 − x ⇔ x = 3. Îòâåò: 3.

2.4. Решение простейших уравнений
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà af(ff x) = bf(ff x) (a > 0, b > 0, b ≠ 1)

Ýòè óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ïóòåì äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà bf(x) èëè íà af(x).

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 6x + 1 = 37x + 1.

Ðåøåíèå. 6 37 6
37

1 6
37

11 1
1

1

1
x x

x

x

x
+ +

+

+

+

= ⇔ = ⇔ ( ) = ⇔ x + 1 = 0 ⇔ x = − 1.

Îòâåò: –1.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà A ⋅ af(x) = B ⋅ bg(x)

Ýòè óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì ïóòåì ëîãàðèôìèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ ïî 
îäíîìó è òîìó æå îñíîâàíèþ.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 ⋅5x = 3x – 1 ⋅7.
Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
1 ñïîñîá. Ëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè ïî îäíîìó è òîìó æå îñíîâàíèþ, íàïðèìåð, ïî îñíîâàíèþ 

3. Òîãäà èìååì:

log ( ) log ( ) log log ( ) log ( ) log3 3
1

3 3 3
1

32 5 3 7 2 5 3 7⋅ = ⋅ ⇔ + = + ⇔− −x x x x 

⇔ + = − + ⇔ + = − + ⇔log log ( ) log log log log log3 3 3 3 3 3 32 5 1 3 7 2 5 1 7x x x x

⇔ − = − − + ⇔ − =x x xlog log log (log )3 3 3 35 2 1 7 5 1

= − −log log3 37 2 1 ⇔ =
−

−
=

−

−
=

( )
(x

log

log

log log

log log

log

log

3

3

3 3

3 3

3

3

7
2

1

5 1

7
2

3

5 3

7
6
5
3)) = ( )log .5

3

7
6

2 ñïîñîá. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 5 3 7 2 5
3
3

7
5
3

7
3 2

5
3

7
6

7
6

1
5
3

⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ =
⋅

⇔ ( ) = ⇔ = ( )−x x x
x x

x

x

x log .

Êàê âèäèì, îòâåòû ñîâïàëè, îäíàêî âòîðîé ñïîñîá äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðàöèî-
íàëüíûì.

Îòâåò: log .5
3

7
6( )

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì âûíåñåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ çà ñêîáêè

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3x + 3x + 1 = 108.

Ðåøåíèå. 3x + 3x + 1 = 108 ⇔ 3x+ 3x ⋅ 3 = 108 ⇔ 3x ⋅ (1 + 3) = 108 ⇔ = = = ⇔ =3 108
4

27 33x x
Îòâåò: 3.

Óðàâíåíèÿ âèäà Aa Ba b Cbx
x x

x+ + =2 2 0  (îäíîðîäíîå óðàâíåíèå) ñâîäÿòñÿ ê êâàä ðàòíîìó ïóòåì äå-

ëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà ax, èëè íà bx, èëè íà ( ) .ab
x
2 Íàïðèìåð, ïðè äåëåíèè 

íà ax ≠ 0 èìååì óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå äàííîìó:

A a
a

B a b
a

C b
a

A B b
a

C b
a

x

x

x x

x

x

x

x x

+ + = ⇔ + ( ) + ( ) =
2 2 2

0 0.

Çàìåíà
b
a

y

x

( ) =
2

ïðèâîäèò èñõîäíîå óðàâíåíèå ê êâàäðàòíîìó:
A + By + Cy2 = 0.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 9 ⋅16x − 7 ⋅12x − 16 ⋅9x = 0.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 12 = 3 ⋅4, 16 = 42, 9 = 32, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

9 ⋅42x − 7 ⋅3x ⋅4x − 16 ⋅32x = 0. Äåëèì îáå ÷àñòè èñõîä íîãî óðàâíåíèÿ íà 42x = 16õ. Ïîëó÷àåì:
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9 16 7 12 16 9 0 16 0 9 7 12
16

16 9
16

0 9 7 3
4

⋅ − ⋅ − ⋅ = ≠ ⇔ − ⋅( ) − ⋅( ) = ⇔ − ⋅x x x x
x x

(: ) (( ) − ⋅ ( )⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
x x

16 3
4

0

2

.

Çàìåíà
3
4

0( ) = >
x

y ïðèâîäèò èñõîäíîå óðàâíåíèå ê êâàäðàòíîìó:

9 − 7y − 16y2 = 0 ⇔ 16y2 + 7y − 9 = 0 ⇔ y1

9
16

= , y
2

= −1.

y
2
 = −1 îòïàäàåò, ò. ê. y > 0.

Îòñþäà y x
x

= ⇔ ( ) = = ( ) ⇔ =9
16

3
4

9
16

3
4

2
2

.
Îòâåò: 2.

Óðàâíåíèÿ âèäà M a b N a b pn
x

n
x

−( ) + +( ) = ,

ãäå a2 − b = 1 ñâîäÿòñÿ ê êâàäðàòíîìó ïîñðåäñòâîì çàìåíû 

a b yn
x

−( ) = èëè çàìåíû a b yn
x

+( ) = .

Ï ð è ì å ð .   Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 3 2 3 4+( ) + −( ) =
x x

.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 2 3 2 3 4 3 1+( ) −( ) = − = , òî, çàìåíèâ 2 3 0+( ) = >
x

y y; , ïîëó÷àåì:

2 3 1

2 3

2

2 3

1

2 3

1−( ) =
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
+( )

=
x x x

x y
.

Îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

y
y

y y y+ = ⇔ − + = ⇔ = ± − = ± ⇔1 4 4 1 0 2 4 1 2 32
1 2,

⇔ +( ) = +

+( ) = −

⎡

⎣

⎢
⎢ ⇔ +( ) = +

+( ) = − = +( )

⎡

⎣
−

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3 2 3

2

2
1

x

x

x

x
⎢⎢
⎢
⎢

⇔
=

= −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔ =
= −

⎡
⎣⎢

x

x
x
x

2
1

2
1

2
2

.

Îòâåò: ±2.

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

Aanx + Bamxb(n − m)x + Cbnx = 0,
(a > 0, b > 0, a ≠ 1, b ≠ 1)

ïðåäïîëàãàåò ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå: â ýòîì óðàâíåíèè ñóììà ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ÷èñåë a è b
â êàæäîì ñëàãàåìîì îäèíàêîâà è ðàâíà nx.

Ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî èñõîäíîå óðàâíåíèå íà bnx, ïîëó÷àåì:

A a
b

B a b b
b

C b
b

A a
b

B a
b

C
nx

nx

mx nx mx

nx

nx

nx

nx mx

⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⇔ ( ) + ( ) + =
−

0 0.

Îáîçíà÷èâ
a
b

y
x( ) = ,  ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå Ayn + Bym+ C = 0.

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì åãî êîðíè, à çàòåì âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðå ìåííîé
( )b

x.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 64x + 36x − 10 ⋅ 27x = 0.
Ðåøåíèå. 64 = 43, 36 = 32 ⋅ 4, 27 = 33. Îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

43x + 32x ⋅ 4x − 10 ⋅ 33x = 0. Ðàçäåëèâ èñõîäíîå óðàâíåíèå ïî÷ëåííî íà 33x = 27x, ïîëó÷àåì:

64
27

36
27

10 0 4
3

4
3

10 0

3

( ) + ( ) − = ⇔ ( )⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ + ( ) − = ⇔

x x x x

y3 + y − 10 = 0 (ãäå y
x

= ( ) >4
3

0 ) ⇔

⇔ (y − 2) (y2 + 2y + 5) = 0 ⇔
y
y y

− =
+ + =

⎡
⎣⎢

⇔2 0
2 5 02

y
y

=
∈∅

⎡
⎣⎢

⇔2 = ⇔ ( ) = ⇔ =y x
x

2
4
3

2 24
3

log .

Îòâåò: log .4
3

2

2.4. Решение простейших уравнений
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 Использование нескольких приемов при решении логарифмических уравнений
Ðåøåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîòåíöèðîâà íèåì

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: log
3
 (x + 1) + log

3
(x + 3) = 1.

Ðåøåíèå.

log log ( )3 31 3 1
1 0
3 0

x x
x
x

+( )+ + =
+ >
+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

log ( )( )3 1 3 1
1
x x

x
x

⇔
+ + =

> −
>> −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

3

⇔ + + =
> −

⎧
⎨
⎩

⇔log ( )3
2 4 3 1

1
x x

x
+ + =

> −
⎧
⎨
⎩

⇔ + =
> −

⎧
⎨
⎩

.
2 24 3 3

1
4 0
1

x x
x

x x
x

 0.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ïðèìåíåíèåì îñíîâíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî òîæäåñòâà:

a bablog = .

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: log ( ) .log
4

4 42 2 2x =
Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ëîãàðèôìè÷åñêîìó òîæäåñòâó 2 42 4log .=
Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî òàêîìó:
log

4
(24x) = 4 ⇔ 24x = 44 ⇔ 24x = (22)4 ⇔ 24x = 28 ⇔ 4x = 8 ⇔ x = 2.

Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ìåòîäîì ëîãàðèôìèðîâàíèÿ

Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îò óðàâíåíèÿ f(x) = g(x) ïåðåõîäÿò ê óðàâíåíèþ logaf(x) = logag(x).
Ìåòîä ëîãàðèôìèðîâàíèÿ îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåí-

íóþ è â îñíîâàíèè, è â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: xlgx = 10.
Ðåøåíèå. Ëîãàðèôìèðóÿ îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 10, ïðèõîäèì ê óðàâíå-

íèþ, ðàâíîñèëüíîìó èñõîäíîìó:
xlgx = 10 ⇔ lg(xlgx) = lg10 ⇔ lgx ⋅ lgx = 1 ⇔ (lgx)2 = 1 ⇔ lg

lg ,
.

x
x

x
x

=
= −

⎡
⎣⎢

⇔ =
= =

⎡
⎣⎢

−
1

1
10
10 0 11

Îòâåò: 0,1; 10.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ìåòîäîì äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà ïîêàçàòåëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêóþ 
ôóíêöèþ

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 32 lgx = 53 lgx.
Ðåøåíèå.

3 5 3
5

1
3

5
3
5

1 9
1

2 3
2

3

2

3

2

3

lg lg
lg

lg

lg

lg

lg
( )

( )
x x

x

x

x

x

x

= ⇔ = ⇔ ⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇔
225

1 0 1( ) = ⇔ = ⇔ =
lg

lg .
x

x x

 1.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïóòåì ïåðåõîäà ê äðóãîìó îñíîâàíèþ

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 1 + log
2
 (x − 1) = logx – 1

 4.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ
x
x

x x x
− >
− ≠{ ⇔ > ≠ ⇔ ∈ ∪ + ∞1 0

1 1
1 2 1 2 2, ( ; ) ( ; ).

Â âûðàæåíèè logx – 1
4 ïåðåõîäèì ê îñíîâàíèþ 2:

log
log

log ( ) log ( )
.x x x− =

−
=

−1
2

2 2

4
4

1
2

1
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Îáîçíà÷èâ log
2
 (x − 1) = t, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ, ýêâèâàëåíòíîìó èñõîäíîìó:

1 2 2 0
1

2
1 1
1 2

1
2 2

2

+ = ⇔ + − = ⇔ =
= −

⎡
⎣⎢

⇔ − =
− = −

⎡
⎣⎢

⇔
− =

t
t

t t
t
t

x
x

xlog ( )
log ( )

22

1 2 1
4

3
5
4

2x

x

x− = =

⎡

⎣
⎢
⎢

⇔
=

=

⎡

⎣
⎢
⎢

− .

Îòâåò: 3 11
4

; .

Ðåøåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé êîìáèíèðîâàííûìè ìåòîäàìè

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 322
2

2log log .x xx+ =
Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
1 ñïîñîá. 2 2 22

2
2 2 2 2 2log log log log log log( ) .x x x x x xx= = =⋅

Îáîçíà÷èâ x t txlog ; ,2 0= >  ïîëó÷àåì: t + t = 32 ⇔ t = 16 ⇔
⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔x x xx xlog loglog ( ) log (log )2 216 16 42 2 2

2

⇔ =
= −

⎡ x
x

log
log

2
2

2

2⎣⎣⎢
⇔

= =

= =

⎡

⎣
⎢
⎢ −

x

x

2 4

2
1
4

2

2 .

Îòâåò: 4 1
4

; .

2 ñïîñîá. Îáîçíà÷èâ log
2
x = y, ïîëó÷àåì: x = 2y, 2 22

2 2log .x y=  Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ïðèíèìà-
åò âèä:

2 2 32 2 2 32 2 32
2

16 2 4
2 2 2 2 4 2y y y y y y y+ = ⇔ + = ⇔ = = = ⇔ = ⇔( )

⇔ =
= −

⎡
⎣⎢

⇔ =
= −

⎡
⎣⎢

⇔
= =

= =

⎡

⎣
⎢
⎢ −

y
y

x
x

x

x
2

2
2

2

2 4

2
1
4

2

2

2

2

log
log

.

Îòâåò: 4; 
1
4

.

2.4.3.  Решение комбинированных уравнений (например, показательно-логарифмических, 
показательно-тригонометрических, логарифмически степенных, дробно-рациональных

у

относительно степенной функции)

Ðåøåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà f x g x( ) ( )=

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos sin .x x=
Ðåøåíèå.

cos sin
sin
cos

cos (sin )

,
x x

x
x

x x

k x k k= ⇔
≥
≥

( ) =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ ≤ ≤ + ∈0

0
2

2
2

2
2

π π π ZZ

cos cos2 1 0x x+ − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

⇔
≤ ≤ + ∈

= ± −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ∈

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⇔ =
2

2
2

5 1
2

2

k x k k

x n n
x

π π π

π

,

arccos ,
arccos

Z

Z

55 1
2

2−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ∈n nπ, ,Z

ò.  ê. âòîðàÿ ñåðèÿ ðåøåíèé ñî çíàêîì «−» íå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 2
2

2k x k k Zπ π π≤ ≤ + ∈, .

Îòâåò: arccos .5 1
2

2−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ∈
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

n n Zπ
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Çàìå÷àíèå. Åñëè áûòü áîëåå òî÷íûì, òî

cos sin
sin

cos (sin )
.x x

x

x x
= ⇔

≥
( ) =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0
2

2

Îäíàêî òàêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü (áåç ëèøíåãî íåðàâåíñòâà cos x ≥ 0 â ñèñòåìå) îáëàäàåò ìåíüøåé 
íàãëÿäíîñòüþ, ÷åì ýêâèâàëåíòíîñòü, ïðè âåäåííàÿ â ðåøåíèè ïðèìåðà.

Çàìå÷àíèå. Ïðè ðåøåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà
f x

x
( )
( )

,
ϕ

= 0 ãäå f(x) — îäíà èç òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé (sin x, cos x, tg x, ctg x), èõ ñâîäÿò ê ñèñòåìàì âèäà
f x

x
( ) ;
( ) ;

=
≠{ 0

0ϕ ò. å. íåîá-

õîäèìî èñêëþ÷àòü èç ðåøåíèÿ òå çíà÷åíèÿ x, äëÿ êîòîðûõ ϕ(x) îáðàùàåòñÿ â íóëü.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: 
sin

cos
.x

x1
0

−
=

Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå:

sin ;
cos ;

,
,

x
x

x n n
x k k

=
− ≠{ ⇔ = ∈

≠ ∈{0
1 0 2

π
π

Z;
Z.

Îòñþäà nπ ≠ 2πk ⇒ n ≠ 2k, ò. å. ïîäõîäÿò òîëüêî n = 2k + 1. Òàêèì îáðàçîì, x = (2k + 1)π = π + 2kπ, 
k ∈ Z.

Îòâåò: π + 2kπ, k ∈ Z.
Ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíûìè óðàâíåíèÿìè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà:

(f(ff x))ϕϕ(x) == (f(ff x))g(x).

Êîðíÿìè òàêèõ óðàâíåíèé ñ÷èòàþòñÿ ðåøåíèÿ ñìåøàííîé ñèñòåìû:

f x
f x

x g x

( ) ;
( ) ;
( ) ( );

>
≠
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0
1

ϕ

è òå çíà÷åíèÿ x, äëÿ êîòîðûõ f(x) = 1, åñëè ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ îïðåäåëåíû ϕ(x) è g(x).
Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ôóíêöèè âèäà (f(x))ϕ(x) îïðåäåëåíû òîëüêî ïðè 

f(x) > 0, òî òå çíà÷åíèÿ x, êîòîðûå ôîðìàëüíî óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (f(x))ϕ(x) = (f(x))g(x), íî ïðè 
êîòîðûõ f(x) ≤ 0, ìû íå áóäåì ñ÷èòàòü êîðíÿìè ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Ñëåäóåò, îäíàêî, îòìåòèòü, ÷òî åñëè óñëîâèåì ïðåäïîëàãàåòñÿ âîçìîæíîñòü f(x) ≤ 0, òî ïðè ðå-
øåíèè ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé (f(x))ϕ(x) = (f(x))g(x) íóæíî ðàññìàòðèâàòü òàêæå ñëó÷àé, 
êîãäà f(x) ≤ 0, ÷òî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåò ðåøåíèå.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíûå óðàâíåíèÿ óïðîùåííîãî âèäà (f(x))ϕ(x) = 1.
Ýòî óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê ñîâîêóïíîñòè äâóõ óðàâíåíèé: f(x) = 1, ϕ(x) = 0. Ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî 

óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿ ýòèõ äâóõ óðàâíåíèé, äëÿ êîòîðûõ âûðàæåíèÿ f(x) è ϕ(x) îïðåäåëå-
íû è f(x) > 0.

Òàêèì îáðàçîì,

( ( ))
( ) ;
( ) ;

( ) .

( )f x
f x

x
f x

xϕ ϕ= ⇔
=
=

⎡
⎣⎢

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
1

1
0

0

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: ( ) .x x x+ =+ −8 1
2 2 8

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì äâå ôîðìû çàïèñè ðåøåíèÿ.
1-ÿ ôîðìà çàïèñè ðåøåíèÿ.
Íàõîäèì ÎÄÇ: x + 8 > 0 ⇔ x > −8.
Ïðè x + 8 = 1 ⇔ x = −7. Çíà÷åíèå x = −7 óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ (è ïðè x = −7 âûðà-

æåíèå x2 + 2x − 8 îïðåäåëåíî). Îòñþäà x = −7 — êîðåíü. Ðåøèâ óðàâíåíèå x2 + 2x − 8 = 0, ïîëó÷àåì 
êîðíè x = 2, x = −4, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ x + 8 > 0.
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2-ÿ ôîðìà çàïèñè ðåøåíèÿ.

( ) , ;x
x
x x

x

x
x xx x+ = ⇔

+ =
+ − =

⎡
⎣⎢

+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

= −
= = −

⎡
⎣

+ −8 1
8 1
2 8 0

8 0

7
2 4

2 2 8 2 ⎢⎢
> −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

x 8
,

x
1

= −7, x
2

= 2, x
3

= −4.

Îòâåò: −7; −4; 2.

2.4.4.  Уравнения, содержащие переменную под знаком модуля

Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ ïîä çíàêîì ìîäóëÿ, ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿþò 
ñëåäóþùèå ìå òîäû:

à) ðàñêðûòèå ìîäóëÿ ïî îïðåäåëåíèþ;
á) âîçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â êâàäðàò;
â) ìåòîä èíòåðâàëîâ (ïðîìåæóòêîâ).
Îòìåòèì ñâîéñòâà ìîäóëÿ, êîòîðûå íåðåäêî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå:

|x| ≥ 0, |x| ≥ x, |xy| = |x| ⋅ |y|, |x|2 = x2,

x
y

x
y

= , |−x| = |x|, |−f(x)| = |f(x)|.

Ïðåæäå ÷åì íà÷àòü ðåøàòü óðàâíåíèå ñ ìîäóëåì, çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå |f(x)| = a ðàâíîñèëü-

íî ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé
f x a
f x a

( )
( )

,
=
= −

⎡
⎣⎢

åñëè a ≥ 0. Åñëè æå a < 0, òî óðàâíåíèå f|(x)| = a ðåøåíèé
íå èìååò.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: |2x − 1| = |x − 1|.
Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ìîäóëÿìè ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, êîòîðûé 

ðàññìîòðåí íèæå, îäíàêî äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ áûñòðåå âñåãî ïðèâîäèò ê öåëè ñïîñîá âîçâåäåíèÿ 
îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â êâàäðàò, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî |f(x)|2 = (f(x))2. 

Èìååì: |2x − 1| = |x − 1| ⇔ |2x − 1|2 = |x − 1|2 ⇔ (2x − 1)2 = (x − 1)2 ⇔ 4x2 − 4x + 1 = x2 − 2x + 1 ⇔ 

⇔ 3x2 − 2x = 0 ⇔ x (3x − 2) = 0 ⇔ x
1

= 0, x2

2
3

= .

Îòâåò: 0;
2
3

.

Метод интервалов (промежутков) при решении уравнений с модулями
Ýòîò ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
1) ïðèðàâíèâàþòñÿ ê íóëþ âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ;
2) ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ íàíîñèì íà ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ, êîòîðàÿ ïðè ýòîì ðàçáèâàåòñÿ íà èíòåð-

âàëû (ïðîìåæóòêè), â êàæäîì èç êîòîðûõ — ñâîé çíàê ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ;
3) ðåøàþòñÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ.
Hà ïðàêòèêå ìåòîä èíòåðâàëîâ îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà óðàâíåíèå ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî 

ìîäóëÿ.
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåðâàëîâ íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x + 2| + |x − 4| = 5x − 20.
Ðåøåíèå. x + 2 = 0 ⇔ x = −2; x − 4 = 0 ⇔ x = 4. Hàíîñèì íà ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ òî÷êè x = − 2 

è x = 4. Ýòè òî÷êè ðàçáèâàþò ïðÿìóþ íà òðè èíòåðâàëà (ïðîìåæóòêà), â êàæäîì èç êîòîðûõ ñâîé 
çíàê ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòè èíòåðâàëû I, II, III, ãäå I: x < −2; II: −2 ≤ x ≤ 4; 
III: x > 4.

Äëÿ èíòåðâàëà I èìååì:
|x + 2| = −(x + 2) = −x − 2; |x − 4| = −(x − 4) = −x + 4.

2.4. Решение простейших уравнений
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Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â I èíòåðâàëå:
−x − 2 − x + 4 = 5x − 20 ⇔ −2 + 4 + 20 = x + x + 5x ⇔ 22 = 7x ⇔ x = 22

7
.

Îäíàêî çíà÷åíèå x = 22
7

íå ïðèíàäëåæèò I èíòåðâàëó, ãäå x < −2, èíà÷å ãîâîðÿ,
22
7

2∉ −∞ −( ; ),

îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå |x + 2 | + |x − 4| = 5x − 20 — â I èíòåðâàëå ðåøåíèé íå èìååò.
Äëÿ II èíòåðâàëà |x + 2| = x + 2, |x − 4| = −(x − 4) = −x + 4, òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä: 

x + 2 +(− x + 4) = 5x − 20 ⇒ 5x = 2 + 4 + 20 = 26 ⇔ x = 26
5

.

Îäíàêî
26
5

íå âõîäèò â èíòåðâàë −2 ≤ x ≤ 4, çíà÷èò, âî II èíòåðâàëå èñõîäíîå óðàâíåíèå ðåøå-

íèé íå èìååò.
Äëÿ III èíòåðâàëà |x + 2| = x + 2; |x − 4| = x − 4, òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:
x + 2 + x − 4 = 5x − 20 ⇔ 2 − 4 + 20 = −x − x + 5x ⇔ 18 = 3x ⇔ x = 6.
Òàê êàê 6 âõîäèò â èíòåðâàë x > 4, òî x = 6 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Îòâåò: {6}.
Çàìå÷àíèå. Ðåøåíèå ïðèìåðà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå, ïðèìåíÿÿ ïîíÿòèå ñîâîêóï-

íîñòè ñìåøàííûõ ñèñòåì, ò. å. ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà:
|x + 2| + |x − 4| = 5x − 20.

–2 4

I II III
Èìååì òðè èíòåðâàëà — I: x < −2; II: −2 ≤ x ≤ 4; III: x > 4. Îòñþäà, â çàâè-
ñèìîñòè îò òîãî, â êàêîì èíòåðâàëå ìû èùåì ðåøåíèå, èñõîäíîå óðàâíå-
íèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ñëåäóþùèõ ñìåøàííûõ ñèñòåì:

x
x x x

x
x x x

< −
− + − − = −{ − ≤ ≤

+ − − = −{2
2 4 5 20

2 4
2 4 5 20( ) ( )

;
( )

;  {
x
x x

>
+ + −

4
2 44 5 20= −{ x

, èëè
x

x

x

x
x
x

< −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− ≤ ≤

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

>
={2

22
7

2 4
26
5

4
6

; ; .  

Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñèñòåìû ðåøåíèé íå èìåþò (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â I è âî II èíòåðâàëàõ ðåøåíèé 

íåò), ò. ê. 
22
7

2
26
5

2 4∉ −∞ − ∉ −( ; ), [ ; ], à òðåòüÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå x = 6.

Îòâåò: 6.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå óðàâíåíèå: log
3
 |2x − 1| = 2.

Ðåøåíèå. log
3
 |2x − 1| = 2 ⇔ |2x − 1| = 32 = 9 ⇔ 2 1 9

2 1 9
5

4
x
x

x
x

− =
− = −

⎡
⎣⎢

⇔ =
= −

⎡
⎣⎢

.

Îòâåò: 5; −4.

2.4.5. Уравнения с параметрами

Ï ð è ì å ð  1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå 2x − a  = 4 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?
Ðåøåíèå. Ïóñòü 2x = t, t > 0, òîãäà

t a

t a

t a

t

t a

t a

t

− = ⇔

− >
= +
>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− <
= −
>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

4

0

4

0

0

4

0

;

;

;

;

;

;

⇔⇔

+ >
= +
+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− <
= −
− >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

4

4

4 0

4

4

4 0

a a

t a

a

a a

t a

a

;

;

;

;

;

;

⇔⇔

>
= +
> −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− <
= −
>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

4 0

4

4

4 0

4

4

;

;

;

;

;

.

t a

a

t a

a

Ïåðâàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå ïðè a > −4, à âòîðàÿ ïðè a > 4. Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò åäèíñ-
òâåííîå ðåøåíèå, åñëè èìååò ðåøåíèå òîëüêî ïåðâàÿ ñèñòåìà ñîâîêóïíîñòè.

Îòâåò: −4 < a ≤ 4.



Ï ð è ì å ð  2. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà m ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 ⋅ 4x–2 + 27 = m (1 + 4x–2).
Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ çàìåíó t = 4x–2, t > 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå:
3t + 27 = m(1 + t); 3t + 27 = m + tm; 3t − tm = m − 27; 

t(3 − m) = m − 27.
Åñëè m = 3, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, ò. ê. t ⋅ 0 ≠ −27.

Åñëè m ≠ 3, òî t
m

m
= −

−
27

3
. Ó÷òåì óñëîâèå t > 0, ò. å.

m
m

−
−

>27

3
0 èëè

m
m

−
−

<27

3
0.

x273

+−+

Íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè m ∈ (3; 27).

Òîãäà 4
27

3
2x m

m
− = −

−
. Ïîëó÷èì, ÷òî x

m
m

= −
−

+log .4

27

3
2

Îòâåò: x
m

m
= −

−
+log4

27

3
2 ïðè m ∈ (3; 27).

Ðåøåíèé íåò, åñëè m ∈ (−∞; 3] ∪ [27; +∞).

Ï ð è ì å ð  3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à óðàâíåíèå log
2
(4x − a) = x èìååò åäèíñòâåííûé 

êîðåíü?
Ðåøåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 4x − a = 2x, ò. å. 22x − a = 2x.
Âûïîëíèì çàìåíó: 2x = t, t > 0. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: t2 − t − a = 0.
Óñëîâèå çàäà÷è áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé 

ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Ýòî áóäåò â îäíîì èç ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ:
à) óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü, è îí ïîëîæèòåëüíûé;
á) óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ, íî îäèí èç íèõ ïîëîæèòåëüíûé, à âòîðîé — îòðèöàòåëüíûé èëè 

íóëü.

Äëÿ ñëó÷àÿ (à) ïîëó÷èì:
D

t

=
>

⎧
⎨
⎩

0

00

;

,
òî åñòü

1 4 0

1

2
00

+ =

= >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

a

t

;

.
 Èìå åì: a = − 1

4
.

Äëÿ ñëó÷àÿ (á) èìååì:
1) ïðè t = 0 óðàâíåíèå èìååò êîðåíü à = 0. Ïðè à = 0 óðàâíåíèå èìååò êîðíè t

1
= 0 è t

2
= 1. Óñëî-

âèå çàäà÷è ïðè à = 0 âûïîëíÿåòñÿ;
2) óðàâíåíèå èìååò ðàçíûå çíàêè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(0) < 0 (ãäå f(t) = t2 − t − a), ò. å. 

−a < 0 è a > 0. Îáúåäèíèì âñå ðåçóëüòàòû.

Îòâåò: ïðè a = − 1

4
èëè a ≥ 0 óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 2.4.
«Решение простейших уравнений»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Ðåøèòå óðàâíåíèå log ( ) .1

3

3 2 3− = −x

Â2. Ðåøèòå óðàâíåíèå log ( ) .2 2 1x − =

Â3. Ðåøèòå óðàâíåíèå x x+ = +2 4.

Â4. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
4

9

27

8

5 4 14
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− −x

.

Â5. Óêàæèòå, ñêîëüêî äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé èìååò óðàâíåíèå x2 – |x| = 0.

Â6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2
32

32
5 25 x− = .

Â7. Ðåøèòå óðàâíåíèå tg .2 3x = Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé äàííîãî 

óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó [–π; π].

Â8. Ðåøèòå óðàâíåíèå sin .2
1

2
x = Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé äàííîãî 

óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó [0; 2π].

Â9. Ðåøèòå óðàâíåíèå cos .3
1

2
x = −  Â îòâåò çàïèøèòå (â ãðàäóñàõ) íàèáîëüøèé 

îòðèöàòåëüíûé êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9
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Â10. Ðåøèòå óðàâíåíèå ctg .8 3x = Â îòâåò çàïèøèòå (â ãðàäóñàõ) íàèìåíüøèé 

ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Â11. Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ 10 3 4 23+ − + = −x x x .

Â12. Ðåøèòå óðàâíåíèå cos3 x + sin3 x = 0. Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé 
äàííîãî óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèõ ïðîìåæóòêó [0; π].

Â13. Ðåøèòå óðàâíåíèå xlg x = 100x. Åñëè óðàâíåíèå èìååò íåñêîëüêî êîðíåé, òî 
â îòâåò çàïèøèòå èõ ïðîèçâåäåíèå.

Â14. Ðåøèòå óðàâíåíèå 49|2–3x| = 711–12x. Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé äàííî-
ãî óðàâíåíèÿ.

Â15. Ðåøèòå óðàâíåíèå 50 7 7 7 05 20 1⋅ − − =− − +x x .

Â16. Ðåøèòå óðàâíåíèå log ( ) .log
2

3

64 3 6 2− =x

Â17. Ðåøèòå óðàâíåíèå log
5
x + 2 log

0,2
x = 1.

Â18. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3 2lg( ) lg .− =x x  Â îòâåò çàïèøèòå íàèáîëüøèé êîðåíü 

äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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2.5.  Системы уравнений с двумя переменными

Ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè îáîçíà÷àþò ôèãóðíûìè ñêîáêàìè è îáû÷íî çà-
ïèñûâàþò â âèäå:

f x y g x y

f x y g x y
1 1

2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )
.

=
=

⎧
⎨
⎩

Íåñêîëüêî óðàâíåíèé ñ äâóìÿ (èëè áîëåå) ïåðåìåííûìè îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé, åñëè ñòà-
âèòñÿ çàäà÷à íàéòè ìíîæåñòâî îáùèõ ðåøå íèé ýòèõ óðàâíåíèé:

f x y g x y
f x y g x y
1 1

2 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )

.
=
=

⎧
⎨
⎩

Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, òðîåê (â ñëó÷àå ñèñòåì ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè) è ò. ä. çíà÷åíèé 
ïåðåìåííûõ, îáðàùàþùèõ â èñòèííîå ðàâåíñòâî êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, íàçûâàåòñÿ ðåøåíè-
åì ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé — çíà÷èò íàéòè âñå åå ðåøåíèÿ èëè äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèé íåò. 
Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è íåñîâìåñòíîé, åñëè îíà 
íå èìååò íè îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îïðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, è íåîï-
ðåäåëåííîé, åñëè îíà èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Äâå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè âñå óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â ñèñòåìó, ÿâëÿþòñÿ 

ëèíåéíûìè. Åñëè ñèñòåìà èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîäåðæèò n íåèçâåñòíûõ, òî âîçìîæíû ñëå-
äóþùèå òðè ñëó÷àÿ:

1) ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé;
2) ñèñòåìà èìååò îäíî ðåøåíèå;
3) ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
Íå ðåøàÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìîæíî îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî åå ðåøåíèé ïî êîýôôè-

öèåíòàì ïðè ñîîòâåò ñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ. Òàê, äëÿ ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ 
íåèçâåñòíûìè

a x b y c
a x b y c

1 1 1

2 2 2

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

,

à) åñëè
a
a

b
b

1

2

1

2

≠ , òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå; ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ðåøåíèå èëëþñòðè-

ðóåòñÿ êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ãðàôèêàìè óðàâíåíèé ñèñòåìû;

á) åñëè
a
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

= ≠ , òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé; â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå, ÿâëÿþùèåñÿ ãðàôèêà-

ìè óðàâíåíèé ñèñòåìû,  ïàðàëëåëüíû è íå ñîâïàäàþò;

â) åñëè
a
a

b
b

c
c

1

2

1

2

1

2

= = , òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé; â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå 

ñîâïàäàþò.
Îñíîâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:
1) ìåòîä ïîäñòàíîâêè; 2) ìåòîä àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ (èëè ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû); 

3) ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííûõ; 4) ãðàôè÷åñêèé ìåòîä.
Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè ñíà÷àëà èç êàêîãî- íèáóäü óðàâíåíèÿ âûðàæàþò 

îäíó ïåðåìåííóþ ÷åðåç äðóãóþ. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîäñòàâëÿþò â äðóãîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, 
â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðèõîäÿò ê óðàâíåíèþ ñ îäíîé ïåðåìåííîé, çàòåì ðåøàþò ýòî óðàâíåíèå è íà-
õîäÿò ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå âòîðîé ïåðåìåííîé.
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Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ìåòîäîì àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ ïåðåõîäÿò îò äàííîé ñèñòåìû ê ðàâ-
íîñèëüíîé åé, â êîòîðîé îäíî èç óðàâíåíèé ñîäåðæèò òîëüêî îäíó ïåðåìåííóþ. Ïðè ýòîì îáû÷íî 
óìíîæàþò îäíî èëè îáà óðàâíåíèÿ íà ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû 
ïðè x èëè y áûëè îäèíàêîâûìè, íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
2 5 12
3 4 5

x y
x y

+ =
− = −{ .

Ðåøåíèå. Ðåøèì èñõîäíóþ ñèñòåìó äâóìÿ ñïîñîáàìè: ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè è ìåòîäîì àëãåáðà-
è÷åñêîãî ñëîæåíèÿ.

1 ñïîñîá (ìåòîä ïîäñòàíîâêè).
2 5 12
3 4 5

x y
x y

+ =
− = −{ .

Èç óðàâíåíèÿ (à) y x= −12 2
5

.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (á), ïîëó÷àåì:

3 4 12 2
5

5 15 48 8 25x x x x− −( ) = − ⇔ − + = − ⇔

23 23 1x x⇔ = ⇔ = , y x= − = − =12 2
5

12 2
5

2.

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî x = 1, y = 2.
2 ñïîñîá (ìåòîä àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ). Ðåøàÿ ýòèì ñïîñîáîì, óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå 

ñèñòåìû íà 3, à âòîðîå íà (−2), è ñëîæèì:

2 5 12
3 4 5

6 15 36
6 8 10

x y
x y

x y
x y

+ =
− = −{ ⇔ + =

− + ={ ⇒ 6x + 15y − 6x + 8y = 36 + 10 ⇔ 23y = 46 ⇔

⇔ y = 2, x
y= − = − =12 5

2
12 10

2
1, îêîí÷àòåëüíî x = 1, y = 2.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè ìîæíî áûëî áû îôîðìèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ òîëüêî ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ è ñèìâîë ⇔.

2 5 12
3 4 5

12 2
5

3 4
12 2

5
5

12 2
5

15

x y
x y

y x

x x
y x

x

+ =
− = −{ ⇔

= −

− −( ) = −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⇔ − −

−− − = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ = −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

4 12 2 25

12 2
5

1( )x

y x

x

=
={y

x
2
1.

Îòâåò: {(1; 2)}.

2.5.1.  Системы, содержащие одно или два иррациональных уравнения

Ï ð è ì å ð  1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:
x y

x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4

2

,

.

.
x y

x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4

2

,

;

x y x y

x y x y

+ + − = +

+ − + = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 2

4 2

,

;

2 6

2 2

x

y

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;

x

y

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3

1

,

;

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

9

1

,

.

Îòâåò: (9; 1).

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

x y x y

x y x y

+ − − =

+ − − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 4 2

8

,

.

Ðåøåíèå.
Ââåäåì íîâûå ïåðåìåííûå: x y a+ =4 , x y b− =4 .

(à)
(á).

2.5. Системы уравнений с двумя переменными



Раздел 2. Уравнения и неравенства98

Òîãäà

a b

a b

− =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

82 2

,

;

a b

a b a b

− =
− + =

⎧
⎨
⎩

2

8

,

( )( ) ;

a b

a b

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

2

2 8

;

( ) ;

a b

a b

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

2

4

,

;

a b a b

a b a b

− + + = +
+ − + = −

⎧
⎨
⎩

4 2

4 2

,

;

2 6

2 2

a

b

=
=

⎧
⎨
⎩

,

;

a

b

=
=

⎧
⎨
⎩

3

1

,

.

x y

x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4

4

3

1

,

;

x y

x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

81

1

;

;

x y x y

x y x y

+ + − = +
+ − + = −

⎧
⎨
⎩

81 1

81 1

;

;

2 82

2 80

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

;

;

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

41

40

;

.

: (41; 40).

2.5.2.  Системы, содержащие одно или два тригонометрических уравнения

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðèåìû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì.
Îãðàíè÷èìñÿ ñèñòåìàìè ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè.
1. Ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå óðàâíåíèÿ âèäà x + y = a èëè x − y = a, ïîäñòàíîâêîé ìîæíî ñâåñòè 

ê îäíîìó óðàâíåíèþ.

Ï ð è ì å ð  1.
sin( ) sin sin ;

.

x y x y

x y

− =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

2

π

Ðåøåíèå. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì y x= −
π
2

è ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå:

sin sin sin ;2
2

2
2

x x x−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π

− −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=sin sin cos ;
π
2

2 2x x x

−cos 2x = sin 2x; tg 2x = −1;

x
n

n= − + ∈π π
8 2

, .Z

Òîãäà y
n

n= − ∈
5

8 2

π π
, .Z

Îòâåò: − + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈
π π π π
8 2

5

8 2

n n
n; , .Z

2. Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ïîëó÷àåìûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííûì õ è ó è ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé ñèñòåìû çàïèñûâàëèñü ñ ïîìîùüþ òîëüêî îäíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà. Îáû÷íî ïðè 
ðåøåíèè ñèñòåì ïîÿâëÿþòñÿ äâà ïàðàìåòðà, ò. ê. óïîòðåáëåíèå îäíîãî ïàðàìåòðà ìîæåò ïðèâåñòè 
ê ïîòåðå êîðíåé.

Ï ð è ì å ð  2.
cos cos ;

sin sin .

x y

x y

=

= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

3

4
1

4
Ðåøåíèå. Ïî÷ëåííî ñëîæèì è âû÷òåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ïîëó÷èì:

cos cos sin sin ;

cos cos sin sin ;

x y x y

x y x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

2
1

cos( ) ;

cos( ) ;

x y

x y

− =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

2
1
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x y m m

x y n n

− = ± + ∈

+ = ∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

π
π

π
3

2

2

, ;

, .

Z

Z

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå îäíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà (m = n) ïðèâåäåò ê ïîòåðå êîðíåé; 
ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì, êîòîðóþ ðåøèì ìåòîäîì ïî÷ëåííîãî ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ óðàâ-
íåíèé:

x y m m

x y n n

x y k k

x y n n

− = + ∈

+ = ∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− = − + ∈

+ = ∈

π
π

π

π
π

π

3
2

2

3
2

2

, ;

, ;

, ;

,

Z

Z

Z

ZZ;

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

x m n

y n m

= + +

= − + −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

π
π

π
π

6

6

( );

( );

x k n

y n k

= − + +

= + −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

π
π

π
π

6

6

( );

( ).

Îòâåò:
π

π
π

π
6 6

+ + − + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

( ); ( ) ;m n n m

− + + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
π

π
π

6 6
( ); ( ) ;k n n k m, n, k ∈ Z.

3. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ñèñòåìà ñîäåðæèò òîëüêî äâå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè èëè ïðèâîäèòñÿ 
ê òàêîìó âèäó, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ââåäåíèå íîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ï ð è ì å ð  3.
sin cos ;

cos cos .

x y

x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

1

2 2 1

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì âòîðîå óðàâíåíèå:

1 − 2 sin2 x + 1 − 2 cos2 y = 1; sin cos .2 2 1

2
x y+ =

Îáîçíà÷èì sinx = u; cosy = v. Ïîëó÷èì: 
u v

u v
u v

+ =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
∈ − ∈ −

1

1

2

1 1 1 12 2

;

,
[ ; ], [ ; ].

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: u =
1

2
è v =

1

2
.

Ïîýòîìó
sin ;

cos ;

x

y

=

=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

2
1

2

x n n

y k k

n= − + ∈

= ± + ∈

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

( ) , ;

, .

1
6

3
2

π
π

π
π

Z

Z

Îòâåò: ( ) ; ; ,− + ± +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈1
6 3

2n n k n k
π

π
π

π Z (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî çíàê â ôîðìóëå äëÿ ó âûáèðà-

åòñÿ ïðîèçâîëüíî).
4. Â ðÿäå ñëó÷àåâ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû åå ïðåîáðàçóþò ñ ïîìîùüþ ïî÷ëåííîãî ñëîæåíèÿ, âû-

÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ óðàâíåíèé ñ öåëüþ, íàïðèìåð, èñêëþ÷èòü îäíó èç ïåðåìåííûõ, 
ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ, ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè è äð.

Ï ð è ì å ð  4.
sin sin ;

cos cos .

x y

x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

3

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïî ôîðìóëàì ñóììû ñèíóñîâ è ðàçíîñòè êîñèíóñîâ: 

sin cos ;

sin sin .

x y x y

x y x y

+ −
=

+ −
= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2 2

1

2

2 2

3

2

2.5. Системы уравнений с двумя переменными
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Çàìåíà:
x y

u
+

=
2

;
x y

v
−

=
2

.

sin cos ;

sin sin .

u v

u v

=

= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

2

3

2

ßñíî, ÷òî åñëè (u; v) — ðåøåíèå ñèñòåìû, òî cos sin .v u = ≠
1

2
0

Ïîýòîìó ðàçäåëèì ïî÷ëåííî âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå ïîëó÷àåì: 

tgv = − 3; v n n= − + ∈π π
3

, ;Z

îãäà sin cos sin cos ;

sin

u n u n

u

− +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

⋅ =

π π π π
3

2
1

2

2

3
2

1

2

1

2

èëè

11

2

1

2

1

2
1 1èëè èëè sin sin ; sin ;u u u⋅ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= = = −

îòêóäà u m mn= − + ∈( ) , .1
2

2
π

π Z Òîãäà

x y
m

x y
n

n+
= − +

−
= − +

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2
1

2
2

2 3

( ) ;

.

π
π

π
π

Îòâåò: x m nn= − − + +( ) ( );1
2 3

2
π π

π

y m n m nn= − + + − ∈( ) ( ), , .1
2 3

2
π π

π Z

2.5.3.  Системы, содержащие одно или два показательных уравнения

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïîêàçàòåëüíûå ôóíê öèè, ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþò 
òðàäèöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé: ìåòîä ïîäñòàíîâêè è ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Ï ð è ì å ð  1. 
x y

x y

+ =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

4 4 5

;

.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ìåòîä ïîäñòàíîâêè.
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ y = 1 − x ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå:

4x + 41–x = 5; 4
4

4
5

1
x

x
+ = .  Çàìåíà: 4x = t, t > 0.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå: t
t

+ =
4

5  èëè t2 − 5t + 4 = 0; t
1
 = 1; t

2
 = 4.

Îáðàòíàÿ çàìåíà: 4x = 1, òîãäà x = 0; y = 1. 4x = 4; x = 1; y = 0.
Îòâåò: (0; 1); (1; 0).

Ï ð è ì å ð  2. 
5 3 16

5 3 22 2

x y

x y

− =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

.

Âûïîëíèì çàìåíó: 52

x

t= ; 3 0 02

y

z t x= > >; , , ïîëó÷èì ñèñòåìó:

t z

t z

t z t z

t z

t z

t z

2 2 16

2

16

2

2 16− =
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

− + =
− =

⎧
⎨
⎩

⇒
+ =

−
;

;

( )( ) ;

;

( ) ;

==
⎧
⎨
⎩ 2;

t z

t z

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

8

2

;

;
2 10 5 3t t z= = =; ; .

Îáðàòíàÿ çàìåíà: 5 52

x

= ;
x
2

1= ; x = 2; 3 32

y

= ,
y
2

1= ; y = 2.

Îòâåò: (2; 2).
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2.5.4.  Системы, содержащие одно или два логарифмических уравнения

Êàê è ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñèñòåìû ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðåøàòü êàê 
ñ ïîìîùüþ ñèñòåì-ñëåäñòâèé (êàæäîå ðåøåíèå ïåðâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòîðîé ñèñ-
òåìû), òàê è ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (âñå ðåøåíèÿ êàæäîé èç íèõ ÿâëÿþòñÿ 
ðåøåíèÿìè äðóãîé).

Êðîìå òîãî, ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü òðàäèöèîí-
íûå äëÿ îáû÷íûõ ñèñòåì ìåòîäû: àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ, ïîäñòàíîâêè íåêîòîðîãî âûðàæåíèÿ 
èç îäíîãî óðàâíåíèÿ â äðóãîå, çàìåíû ïåðåìåííûõ è äð.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåì-ñëåäñòâèé íåîáõîäèìî äåëàòü ïðîâåðêó ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ïî íà-
÷àëüíîé ñèñòåìå.

Ï ð è ì å ð  1. Ðåøèòå ñèñòåìó:
log ( ) ;

log ( ) .
2

3

2

1

xy

y x

=
− =

⎧
⎨
⎩

Ïî îïðåäåëåíèþ ëîãàðèôìà
xy

y x

=
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
2

3

2;

.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âûðàçèì y = x + 3 è ïîäñòàâèì â ïåðâîå:

x(x + 3) = 4 ⇔ x2 + 3x − 4 = 0;
x

y
1

1

1

4

=
=

⎧
⎨
⎩

;

;
 è 

x

y
2

2

4

1

= −
= −

⎧
⎨
⎩

;

.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî (1; 4) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû, (−4; −1) — òîæå ðåøåíèå.
Îòâåò: (–4; –1).

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå ñèñòåìó: x y x

y y x

y x

y

log
;

log log ( ) .

⋅ =
⋅ − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

5

2

4 3 1

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì ïåðâîå óðàâíåíèå ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó, âîçüìåì îò îáåèõ ÷àñòåé ëîãàðèôì 
ïî îñíîâàíèþ y:

log ( ) log log log log ;
log log

y
x

y y
x

y yx y x x y xy y⋅ = ⇒ + =
5

2
5

2

log log .y yx x2 5

2
1 0− + = Çàìåíà: t = logy x.

Ïîëó÷èì óðàâíåíèå 2t2 − 5t + 2 = 0, êîðíè: t
1

= 2; t2
1

2
= ,  òîãäà logy x = 2 è x = y2, èëè log ,y x =

1

2
òîãäà x y= , ò. å. y = x2. 

Ïðèâåäåì âòîðîå óðàâíåíèå ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó: ïåðåéäåì îò ëîãàðèôìà ïî îñíîâàíèþ ó
ê ëîãàðèôìó ïî îñíîâàíèþ 4:

log
log ( )

log
log ( )4

4

4
4

3
1 3 1y

y x

y
y x⋅

−
= ⇒ − = è y − 3x = 4.

Ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì:
x y

y x

=
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

3 4

;

;

y x

y x

=
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

3 4

;

.
Ïåðâàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, âòîðàÿ ñèñòåìà èìååò äâà ðåøåíèÿ: (4; 16); (−1; 1).
Ïðîâåðêà: ðåøåíèå ñèñòåìû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì:

x

y

y x

y

>
>
− >
≠

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0

0

3 0

1

;

;

;

.

Ðåøåíèå (4; 16) ýòîé ñèñòåìå óäîâëåòâîðÿåò, à (−1; 1) — íåò.
Îòâåò: (4; 16).

2.5. Системы уравнений с двумя переменными
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2.5.5.  Использование графиков при решении систем

0−−5 xx

y

5

5

−−5

AAA
BB

CC
DD

õyy == 12112

õ222 + ó222 = 25525

B

 ×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè ãðàôè÷åñ-
êè, íóæíî ïîñòðîèòü ãðàôèêè óðàâíåíèé ñèñòåìû â îäíîé ñèñòåìå 
êîîðäèíàò è íàéòè êîîðäèíàòû îáùèõ òî÷åê ãðàôèêîâ.

Íàïðèìåð, ðåøèòü ãðàôè÷åñêè ñèñòåìó óðàâíåíèé:

x y

xy

2 2 25

12

+ =
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
;

.

Ðåøåíèå. x2 + y2 = 25 — îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; 0) è ðà-
äèó ñîì 5.

xy y
x

= ⇒ =12
12

— ãèïåðáîëà.

Ãðàôèêè óðàâíåíèé ïåðåñåêëèñü â òî÷êàõ A(4; 3), B(3; 4), C(−4; −3), 
D(−3; −4).

        Îòâåò: (4; 3); (3; 4); (−4; −3); (−3; −4).

2.5.6.  Системы, содержащие уравнения разного вида (иррациональные, 
тригонометрические, показательные, логарифмические)

Ï ð è ì å ð .
x y

x y

y xlog log ;

log log .

3 3 18

33 3

+ =
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 ÎÄÇ: x > 0; y > 0.

Ðåøåíèå. Íà ÎÄÇ ïåðâîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî:

( ) ( ) ;log log log log3 3 183 3 3 3x y y x+ =
3 3 183 3 3 3log log log log ;y x x y⋅ ⋅+ = 2 3 183 3⋅ =log log ;x y 3 93 3log log ;x y = log

3
x ⋅ log

3
y = 2.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó:
log log ;

log log .
3 3

3 3

2

3

x y

x y

=
+ =

⎧
⎨
⎩

Çàìåíà: log
3
x = t; log

3
y = z, òîãäà

tz

t z

=
+ =

⎧
⎨
⎩

2

3

;

,
î÷åâèäíî, ÷òî

t

z

=
=

⎧
⎨
⎩

2

1

;

;
èëè

t

z

=
=

⎧
⎨
⎩

1

2

;

.

Îáðàòíàÿ çàìåíà:
log ;

log ;
3

3

1

2

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

 èëè 
log ;

log .
3

3

2

1

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

Òîãäà
x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

3

9

;

;
èëè 

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

9

3

;

.

Íàéäåííûå ðåøåíèÿ âõîäÿò â ÎÄÇ.
Îòâåò: (3; 9); (9; 3).

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

3 2 972

2
3

x y

x y

⋅ =
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

log ( ) .

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x − y > 0.

3 2 2 3

3

2 5x y

x y

⋅ = ⋅
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
,

;

y x
x x

= −

⋅ = ⋅

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
−

3

3 2 2 33 2 5

,

;

y x
x

= −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3

6 65

,

;

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

5

2

,

.

Âûïîëíèâ ïðîâåðêó, óáåäèìñÿ, ÷òî (5; 2) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.
Îòâåò: (5; 2).



103

Ï ð è ì å ð  3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

3 81

1 3

2 x y

xy

− =

= +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

lg lg .

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x > 0, y > 0.

3 3

10 3

2 4x y

xy

− =

= +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

lg lg lg ;

2 4

30

x y

xy

− =

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Âûïîëíèì çàìåíó:

x u u

y v v

= >

= >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, ,

, .

0

0

2 4

30

0

0

u v

uv

u

v

− =
=

>
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

,

,

;

v u

u u

u

v

= −
− =

>
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2 4

2 4 30

0

0

,

( ) ,

,

;

v u

u u

u

v

= −

− − =
>
>

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

2 4

2 15 0

0

0

2

,

,

,

;

u

u

v u

u

v

=
= −
= −
>
>

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

5

3

2 4

0

0

,

,

,

,

;

u

v

=
=

⎧
⎨
⎩

5

6

,

.

x

y

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

5

6

,

;

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

25

36

,

.

Âûïîëíèâ ïðîâåðêó, óáåäèìñÿ, ÷òî (25; 36) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.
Îòâåò: (25; 36).

2.5.7. Системы уравнений с параметром

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:

( ) ,

( ) .

a x y a

ax a y a

+ + =
+ + = −

⎧
⎨
⎩

1 8 4

3 3 1

Ðåøåíèå.

( ) ,

( ) ;

a x y a

ax a y a

+ + =
+ + = −

⎧
⎨
⎩

1 8 4

3 3 1

y
a a x

ax a
a a x

a

= − +

+ + ⋅ − + = −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

4 1

8

3
4 1

8
3 1

( )
,

( )
( )

;

y
a a x

ax a a a a x a

= − +

+ + − + + = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 1

8

8 4 12 4 3 24 82 2

( )
,

( ) ;

y
a a x

a a x a a

= − +

− + = − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 1

8

4 3 4 3 22 2

( )
,

( ) ( );

y
a a x

a a x a a

= − +

− − = − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 1

8

3 1 4 3 22

( )
,

( )( ) ( ).

Åñëè à = 3, òî 
y

x

x

= −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

12 4

2
0 8

,

;

 — ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.

2.5. Системы уравнений с двумя переменными
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Åñëè à = 1, òîãäà 
y

x

x

= −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 2

8
0 0

,

;

y
x

x

= −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

4
0 0

,

;

— ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé 

c
c

c; ,
2

4

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈ R.

à ≠ 1, à ≠ 3, òîãäà

x
a a
a a

a a
a a

a
a

= − +
− −

= − −
− −

= −
−

4 3 2

3 1

4 1 2

3 1

4 2

3

2( )

( )( )

( )( )

( )( )

( )
; y

a
a

= −
−

1

3
.

Îòâåò: Åñëè à ≠ 1, à ≠ 3, òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå 
4 2

3

1

3

( )
; ;

a
a

a
a

−
−

−
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

åñëè à = 3, òî ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò;

åñëè à = 1, òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé c
c

c; , .
2

4

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈ R

Однородные системы уравнений
Ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè ëåâûå ÷àñòè åå 

óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííûå, ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè n îò äâóõ 
ïåðåìåííûõ. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè èìååò âèä:

a x a x y a x y a xy a y a
b x b x y b x

n n n
n

n
n

n

n n
0 1

1
2

2 2
1

1

0 1
1

2

+ + + + + =
+ +

− −
−

−

−
...

nn
n

n
n

ny b xy b y b−
−

−+ + + =
⎧
⎨
⎩

2 2
1

1...
.

âûõ ïåðåìåííûõ.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå ñèñòåìó:
x xy y

x xy y

2 2

2 2

3 1
3 3 13

− + = −
− + =

⎧
⎨
⎩

.

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà 13: 
13x2 − 39xy + 13y2 = −13, è ñëîæèì ñî âòîðûì: 
16x2 − 40xy + 16y2 = 0.
Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà 8, èìååì:
2x2 − 5xy + 2y2 = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé:

x xy y
x xy y

2 2

2 2

3 1
2 5 2 0

− + = −
− + =

⎧
⎨
⎩

.

ïîñëåäíåé ñèñòåìû ìîæåì ðàçäåëèòü íà x2 ≠ 0 (x ≠ 0), òàê êàê åñëè ïîëîæèòü 
x = 0, òî ïîëó÷èì y = 0, à ïàðà (0; 0) íå óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ ïîñëåäíåé ñèñòåìû.

2x2 − 5xy + 2y2 = 0 : x2 ≠ 0 ⇔ 2 5 2 0
2

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=y
x

y
x

.

Âûïîëíèâ çàìåíó 
y
x

t= , ïîëó÷èì:

2 5 2 0 2 1
2

2
1 2t t t t− + = ⇔ = =, .

Òîãäà
y
x

y x= ⇔ =2 2 èëè
y
x

x y= ⇔ =1
2

2 .

Ïîýòîìó èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì:

x xy y
y x

2 23 1
2

− + = −
=

⎧
⎨
⎩

; x xy y
x y

2 23 1
2

− + = −
=

⎧
⎨
⎩

.



Ïåðâàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ: (1; 2), (−1; −2); 
âòîðàÿ — (2; 1), (−2; −1).

Îòâåò: {(1; 2); (−1; −2); (2; 1); (−2; −1)}.

Симметрические системы уравнений
Âûðàæåíèå f(x, y) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, åñëè ïðè çàìåíå x íà y, y íà x îíî íå èçìåíÿ-

åòñÿ.

Ïðèìåðû ñèììåòðè÷åñêèõ âûðàæåíèé:

f(x, y) = x + y; f(x, y) = x2 + y2; f(x, y) = x3 + y3; f x y x y xy( , ) ;= + +2 2 f(x, y) = 2x2 + 5xy + 2y2.

Âñå ñèììåòðè÷åñêèå âûðàæåíèÿ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñíîâíûå ñèììåòðè-
÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû, Íàïðèìåð:

x2 + xy + y2 = (x + y)2 − xy;

x2 + y2 = (x + y)2 − 2xy;

x3 + y3 = (x + y)(x2 − xy + y2) =
= (x + y)((x + y)2 − 3xy) =
= (x + y)3 − 3 (x + y) xy.

Ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà, âñå óðàâíåíèÿ êîòîðîé ñèììåòðè-
÷åñêèå. Ðåøàòü ñèììåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó ìîæíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ, ãäå 
íîâûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå ñèñòåìó: x y
x y xy

2 2 34
23

+ =
+ + =

⎧
⎨
⎩

.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó x2 + y2 = (x + y)2 − 2xy, òî, âûïîëíèâ çàìåíó x + y = u, xy = v, ïðèõîäèì ê ñëå-

äóþùåé ñèñòåìå: u v
u v

2 2 34
23

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

.

Èç ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì: 
u
v

1

1

8
15

=
=

⎧
⎨
⎩

;
u
v

2

2

10
33

= −
=

⎧
⎨
⎩

.

Îòñþäà èñõîäíàÿ ñèñòåìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì:
x y
xy

+ =
={ 8

15
;

x y
xy

+ = −
={ 10

33
.

Ïåðâàÿ ñèñòåìà ñîâîêóïíîñòè èìååò ðåøåíèÿ (3; 5); (5; 3); âòîðàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé íå èìååò.
Îòâåò: {(3; 5); (5; 3)}.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 2.5.
«Системы уравнений с двумя переменными»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé 
xy

x y

=
− =

⎧
⎨
⎩

1

2 1

;

.
Â îòâåò çàïèøèòå x

0
y

0
, ãäå (x

0
; y

0
) — 

ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â2. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà
x y

xy

2 2 25

12

+ =
= −

⎧
⎨
⎩

;

?

Â3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé 
2 3 7

2 3 1

x y

x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

.
 Â îòâåò çàïèøèòå x

0
+ y

0
, ãäå 

(x
0
; y

0
) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â4. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé 
x y

x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

5

7

;

.
 Â îòâåò çàïèøèòå x

0
+ y

0
, ãäå 

(x
0
; y

0
) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â5. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
y x

x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

14

52 2

;

log log .
 Â îòâåò çàïèøèòå x

0
+ y

0
, ãäå 

(x
0
; y

0
) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â6. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà
y x

x y

2

2 2 1

=
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

?

Â7. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà
x y

x y

+ =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

42 2

;

?

Â8. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ 5x – 2y = –25 è –4x + 3y =
= 27 äî îñè îðäèíàò.

Â9. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî öåëûõ) îò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêîâ 
óðàâíåíèé x + y = 5 è x2 – xy + y2 = 13 äî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Â10. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì öåëîì çíà÷åíèè m ñèñòåìà óðàâíåíèé 
x y

x y m

2 2 5+ =
− =

⎧
⎨
⎩

;

èìååò äâà ðåøåíèÿ?

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9

Â10
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Â11. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
4 128

1

9

3 2

x

x yx

+

−

=
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

.
 Â îòâåò çàïèøèòå x

0
+ y

0
, ãäå 

(x
0
; y

0
) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â12. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé 
x y

x y

− + =
− =

⎧
⎨
⎩

3 0

3 5

;

.
Â îòâåò çàïèøèòå x

0
+ y

0
, ãäå 

(x
0
; y

0
) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â13. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
x y

y x

+ − − =

+ − − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

7 9 2

7 9 2

;

.
Â îòâåò çàïèøèòå x

0
 + y

0
, ãäå 

ïàðà (x
0
; y

0
) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â14. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 
2 3 108

3 2 72

x y

x y

⋅ =
⋅ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

.
 Â îòâåò çàïèøèòå x

0
+ y

0
, ãäå 

(x
0
; y

0
) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â15. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì çíà÷åíèè a ñèñòåìà óðàâíåíèé
x y

y x a

2 2 9+ =
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;
èìååò 

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

Â16. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé 
( ) ;

( )

a x y a

ax a y

+ + = −
+ − =

⎧
⎨
⎩

3 4 3 5

1 2

Â17. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà óðàâíåíèé 

x y a

y

2 2 4

5

+ − =
= −

⎧
⎨
⎩

( ) ;
 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â îòâåò çàïèøèòå èõ ñóììó.

Â18. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé 

x y

y x a

2 2

2

4+ =
= +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åñëè òàêèõ çíà÷åíèé íåñêîëüêî, 

òî â îòâåò çàïèøèòå èõ ñóììó.

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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2.6. Неравенства с одной переменной

Íåðàâåíñòâîì ñ îäíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå îäíó íåçàâèñèìóþ 
ïåðåìåííóþ.

Ïóñòü äàíî íåðàâåíñòâî ñ îäíîé ïåðåìåííîé f(x) > g(x) (âìåñòî çíàêà «>» ìîãóò áûòü çíàêè «<», 
«≤» «≥»). Îáëà ñòüþ îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà f(x) > g(x) íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèé f(x) è g(x).

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà íàçûâàåòñÿ âñÿêîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðîì èñõîäíîå íåðà-
âåíñòâî ñ ïåðåìåííîé îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî.

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé — çíà÷èò íàéòè âñå åãî ðåøåíèÿ èëè äîêàçàòü, ÷òî èõ íåò. 
Äâà íåðàâåíñòâà ñ îäíîé ïåðåìåííîé íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè (ýêâèâàëåíòíûìè), åñëè ðåøåíèÿ 
ýòèõ íåðàâåíñòâ ñîâïàäàþò; â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû, åñëè îíè íå èìåþò ðåøåíèé.

Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ïîëüçóþòñÿ îñíîâíûìè òåîðåìàìè î ðàâíîñèëüíîñòè íåðàâåíñòâ.
1. Åñëè èç îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïåðåíåñòè â äðóãóþ ñëàãàåìîå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì, 

òî ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî, ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó.
2. Åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà f(x) > g(x) ïðèáàâèòü (èëè âû÷åñòü) ëþáóþ ôóíêöèþ ϕ(x), 

òî ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî, ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó, ïðè óñëîâèè, ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
ïîëó÷åííîãî è èñõîäíîãî íåðàâåíñòâ ñîâïàäàþò.

3. Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà f(x) > g(x) óìíîæèòü (èëè ðàçäåëèòü) íà ëþáóþ ôóíêöèþ ϕ(x), 
ñîõðàíÿþùóþ ïîñòîÿííûé çíàê è îòëè÷íóþ îò íóëÿ, òî ïðè ϕ(x) > 0 ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî, 
ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó, à ïðè ϕ(x) < 0 ðàâíîñèëüíûì èñõîäíîìó áóäåò íåðàâåíñòâî ïðîòèâî-
ïîëîæíîãî ñìûñëà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî è èñõîäíîãî íåðà-
âåíñòâ ñîâïàäàþò).

Çàìå÷àíèå. Íà ïðàêòèêå ïðè ïðèìåíåíèè 2-é è 3-é òåîðåì ÷àùå âñåãî âìåñòî ôóíêöèè ϕ(x) áå-
ðåòñÿ åå ÷àñòíûé ñëó÷àé — êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ.

Геометрическая интерпретация неравенств
Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ ìîæíî ïîêàçàòü ãåîìåòðè÷åñêè íà ÷èñëîâîé îñè. Òàê, åñëè ìû èìååì ñòðî-

ãîå íåðàâåí ñòâî x > a, òî ãåîìåòðè÷åñêè ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé èçîáðàæàåòñÿ â âèäå òîé ÷àñòè 
÷èñëîâîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ëåæèò ñïðàâà îò òî÷êè ñ àáñöèññîé x = a. Ïðè ýòîì ïðàâåå òî÷êè x = a
íàíîñÿò øòðèõîâêó, à ñàìó òî÷êó x = a îáû÷íî èçîáðàæàþò â âèäå ñâåòëîãî êðóæêà (ãîâîðÿò, 
÷òî òî÷êó x = a «âûêàëûâàþò»):

x > a ⇔ x ∈ (a; ∞).  

Åñëè èìååì íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî x ≤ b, òî íà ÷èñëîâîé îñè íàíîñÿò øòðèõîâêó ñëåâà îò òî÷êè 
x = b, ïðè ýòîì òî÷êó x = b îáû÷íî çàêðàøèâàþò â ÷åðíûé öâåò, ò. å. èçîáðàæàþò òåìíîé òî÷êîé:

x ≤ b ⇔ x ∈ (−∞; b].  

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ íåðàâåíñòâ, ìîæíî èçîáðàæàòü 
ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ ÷èñëîâûõ îñåé èëè ñ ïîìîùüþ îäíîé îñè, ñ ïîìîùüþ äóã èëè áåç äóã, 
áåç øòðèõîâîê èëè ñ ïîìîùüþ øòðèõîâîê, íàíîñÿ øòðèõîâêè, èìåþùèå ðàçíûé óãîë íàêëîíà 
îòíîñèòåëüíî ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñíèçó è ñâåðõó èëè òîëüêî ñâåðõó (ñíèçó).

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 
2 1 3
3 2 7

x
x

− <
+ ≥ −{ , èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.

Ðåøåíèå. 2 1 3
3 2 7

2 1 3
3 2 7

2 4
3 9

2
3

x
x

x
x

x
x

x
x

− <
+ ≥ −{ ⇔ < +

≥ − −{ ⇔ <
≥ −{ ⇔ <

≥ −{ .

xa

x > a

xb

x  b–<
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Ïðèâåäåì ÷åòûðå âàðèàíòà ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ïðèìåðà.
1 âàðèàíò (ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ ÷èñëîâûõ îñåé). Íà îäíîé ÷èñëîâîé 

ïðÿìîé îòìå÷àåì âñå òå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðà-
âåíñòâî ñèñòåìû, à íà âòîðîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ðàñïîëîæåííîé ïîä ïåð-
âîé,— âñå òå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî 
ñèñòåìû. Ñðàâíåíèå ýòèõ äâóõ ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îáà íåðàâåíñòâà 

îäíîâðåìåííî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x, çàêëþ÷åííûõ îò (−3) äî (+2), ò. å. 
−3 ≤ x < 2 ⇔ x ∈ [−3; 2).

2 âàðèàíò (ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé ÷èñëîâîé îñè è øòðèõîâîê ñíèçó è ñâåðõó îñè). Íà ÷èñëî-
âóþ îñü íàíîñèì øòðèõîâêè, ðàñïîëîæåííûå âûøå è íèæå ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è íàõîäèì ïåðåñå-
÷åíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâ, îáðàçóþùèõ èñõîäíóþ ñèñòåìó.

2 1 3
3 2 7

2
3

x
x

x
x

− <
+ ≥ −{ ⇔ <

≥ −{ .

x
2

–3
Ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé íàõîäèì, ÷òî ìíîæåñòâîì ðåøåíèé èñ-
õîäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïîëóèíòåðâàë [−3; 2).

3 âàðèàíò (ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé îñè, äóã è øòðèõîâîê).

2 1 3
3 2 7

2
3

x
x

x
x

− <
+ ≥ −{ ⇔ <

≥ −{ .

Íà ÷èñëîâóþ îñü íàíîñèì çàäàííûå ìíîæåñòâà x < 2 è x ≥ − 3 ïðè ïîìîùè äóã è øòðèõîâîê 
ñ ðàçíûì óãëîì íàêëîíà ê êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé. Èñêîìîå ìíîæåñòâî èçîáðàæåíî äâîéíîé øòðè-
õîâêîé ïðè ïîìîùè íàëîæåíèÿ äâóõ øòðèõîâîê.

4 âàðèàíò (ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé îñè è äóã).

2 1 3
3 2 7

2
3

x
x

x
x

− <
+ ≥ −{ ⇔ <

≥ −{ .

Íà ÷èñëîâóþ îñü íàíîñèì çàäàííûå ìíîæåñòâà x < 2 è x ≥ −3 ïðè ïîìîùè òîëüêî îäíèõ äóã, 
à øòðèõîâêó íàíîñèì òîëüêî òàì, ãäå çàäàííûå ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ.

2.6.1. Рациональные неравенства

Решение рациональных неравенств методом интервалов
Íåðàâåíñòâà âèäà Pn(x) > 0 (Pn(x) < 0, Pn(x) ≥ 0, Pn(x) ≤ 0),

P x
Q x

P x
Q x

P x
Q x

P x
Q x

n

m

n

m

n

m

n

m

( )
( )

( )
( )

,
( )
( )

,
( )
( )

,> < ≥ ≤⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

0 0 0 0

Pn(x), Qm(x) — ìíîãî÷ëåíû ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíåé n è m, ò. å.

Pn(x) = a
0
xn + a

1
xn – 1 + a

2
xn – 2 +… + an – 1

x + an, a
0

≠ 0.

Qm(x) = b
0
xm + b

1
xm – 1 + b

2
xm – 2 +… + bm – 1

x + bm, b
0

≠ 0

îáû÷íî ðåøàþò ìåòîäîì èíòåðâàëîâ (ìåòîäîì ïðîìåæóòêîâ). Ýòîò ìåòîä óäîáåí, íàïðèìåð, äëÿ ðå-
øåíèÿ íåðàâåíñòâ ñëåäóþùåãî âèäà:

x (x + 1) ≥ 0,
3

3
0x

x −
< , (x − 1)(x − 2)(x − 5) ≤ 0,

x x
x x

2

2

5 6
5 6

0+ +
− −

≥ ,
( )( )( )

( )( )
.

x x x
x x

− − −
+ +

<1 3 5
1 3

0

(x–a) < 0 (x–a) > 0

a

Â îñíîâå ìåòîäà èíòåðâàëîâ ëåæèò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äâó÷ëåíà (x − a): 
òî÷êà x = a äåëèò ÷èñëîâóþ îñü íà äâå ÷àñòè.

x

x

2

2–3

–3
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Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåðàâåíñòâî (x − a
1
)(x − a

2
)…(x − an) > 0, ãäå a

1
, a

2
, … , an — ôèêñèðîâàí-

íûå ÷èñëà, ñðåäè êîòîðûõ íåò ðàâíûõ, ïðè÷åì òàêèå, ÷òî a
1

< a
2

< … < an – 1
< an. Äëÿ ðåøåíèÿ íå-

ðàâåíñòâà (x − a
1
)(x − a

2
)…(x − an) > 0 ìåòîäîì èíòåðâàëîâ ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ÷èñ-

ëîâóþ îñü íàíîñÿò ÷èñëà a
1
, a

2
, …, an – 1

, an; â ïðîìåæóòêå ñïðàâà îò íàèáîëüøåãî èç íèõ, ò. å. 
÷èñëà an, ñòàâÿò çíàê «ïëþñ», â ñëåäóþùåì çà íèì ñïðàâà íàëåâî èíòåðâàëå ñòàâÿò çíàê «ìèíóñ», 
çàòåì — çíàê «ïëþñ», äàëåå çíàê «ìèíóñ» è ò. ä.

Òîãäà ìíîæåñòâîì âñåõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (x − a
1
) (x − a

2
)…(x − an) > 0 áóäåò îáúåäèíå-

íèå âñåõ ïðîìåæóòêîâ, â êîòîðûõ ïîñòàâëåí çíàê «ïëþñ», à ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåðàâåíñ-
òâà (x − a

1
)(x − a

2
)…(x − an) < 0 áóäåò îáúåäèíåíèå âñåõ ïðîìåæóòêîâ, â êîòîðûõ ïîñòàâëåí çíàê 

«ìèíóñ».
Çàìå÷àíèå 1. Íà ïðàêòèêå ñðåäè äâó÷ëåíîâ âñòðå÷àþòñÿ âûðaæåíèÿ (ai − x), â ýòîì ñëó÷àå ñïðà-

âà îò íàèáîëüøåãî ÷èñëà x = an óæå íå îáÿçàòåëüíî áóäåò çíàê «ïëþñ». Ïîýòîìó íåðàâåíñòâà, ãäå 
â ëåâîé ÷àñòè âñòðå÷àþòñÿ äâó÷ëåíû âèäà (ai − x), ëó÷øå âñåãî ðåøàòü òàê: íàéòè çíàê ëåâîé ÷àñòè 
âûðàæåíèÿ â êàêîì-òî îäíîì èç èíòåðâàëîâ, íå îáÿçàòåëüíî êðàéíåì ñïðàâà, à äàëüøå â ñîñåäíèõ 
èíòåðâàëàõ áóäóò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.

Çàìå÷àíèå 2. Èçìåíåíèå çíàêîâ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà óäîáíî èëëþñòðèðîâàòü ñ ïîìîùüþ 
âîëíîîáðàçíîé êðèâîé (êîòîðóþ íàçûâàþò «êðèâîé çíàêîâ»), ïðîâåäåííîé ÷åðåç îòìå÷åííûå òî÷-
êè è ëåæàùåé âûøå èëè íèæå ÷èñëîâîé îñè â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì íåðàâåíñòâà â ðàññìàòðè-
âàåìîì ïðîìåæóòêå.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðèâå äå í íûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ íåðàâåíñòâ âèäà f(x) < 0, 
f(x) ≥ 0, f(x) ≤ 0, ãäå f(x) èìååò âèä

f x
x a x a x a
x b x b x b

n

k

( )
( )( ) ... ( )
( )( ) ... ( )

.=
− − −
− − −

1 2

1 2

Ïðè ýòîì ÷èñëà a
1
, a

2
, …, an – 1

, an, b
1
, b

2
, …, bk –1

, bk ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Èçìåíåíèå çíàêîâ ôóíê-
öèè f(x) èëëþñòðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ «êðèâîé çíàêîâ».

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: (x − 1)(x − 3) > 0.
Ðåøåíèå. Ìíîãî÷ëåí f(x) = (x − 1)(x − 3) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ x = 1, x = 3. Ýòè òî÷êè ðàç-

áèâàþò êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ íà ïðîìåæóòêè (−∞; 1); (1; 3); (3; +∞), âíóòðè êàæäîãî èç êîòîðûõ 
ôóíêöèÿ f(x) ñîõðàíÿåò çíàê. Òàê êàê â ïðîìåæóòêå (3; +∞) ñîìíîæèòåëè (x − 1), (x − 3) ïîëîæè-
òåëüíûå, òî è èõ ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî, ò. å. f(x) > 0. Îòìåòèì ïðîìåæóòîê (3; +∞) çíàêîì 
«+». Äàëåå çíàêè â ïðîìåæóòêàõ ÷åðåäóþòñÿ. Ïðîâîäèì ÷åðåç îòìå÷åííûå òî÷êè «êðèâóþ çíàêîâ». 

–

1 ++
3

Èëëþñòðàöèþ ñ ïîìîùüþ «êðèâîé çíàêîâ» ïîíèìàåì òàê: íà òåõ ïðîìåæóò-
êàõ, ãäå «êðèâàÿ çíàêîâ» ïðîõîäèò âûøå êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé (ãäå ñòàâèòñÿ 
çíàê «+»), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) > 0; íà òåõ ïðîìåæóòêàõ, ãäå êðèâàÿ 
ïðîõîäèò íèæå ïðÿìîé (ãäå çíàê «−»), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x) < 0. Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ: (−
∞; 1); (3; +∞). 

Îòâåò: x ∈ (−∞; 1) ∪ (3; +∞).

Обобщенный метод интервалов
Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåðàâåíñòâî:

( ) ( ) ... ( ) ( ) ,x a x a x a x ak k
n

k
n

kn n− − − − >−
−

1 2 1
1 2 1 0

ãäå k
1
, k

2
, …, kn – 1

, kn — öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà; a
1
, a

2
, …, an – 1

, an — äåéñòâèòåëüíûå ÷èñ-
ëà, ñðåäè êîòîðûõ íåò ðàâíûõ è òàêèå, ÷òî a

1
< a

2
< … < an – 1

< an. Íåðàâåíñòâà ïîäîáíîãî âèäà 
ðåøàþò ñ ïðèìåíåíèåì îáîáùåííîãî ìåòîäà èíòåðâàëîâ. B îñíîâå ýòîãî ìåòîäà ëåæèò ñëåäóþ-
ùåå ñâîéñòâî äâó÷ëåíà (x − a)n: òî÷êà x = a äåëèò ÷èñëîâóþ îñü íà äâå ÷àñòè, ïðè÷åì åñëè n = 2k
(n — ÷åòíîå), òî âûðàæåíèå (x − a)n ñïðàâà è ñëåâà îò òî÷êè x = a ñîõðàíÿåò ïîëîæèòåëüíûé çíàê; 
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åñëè n = 2k + 1 (n — íå÷åòíîå ÷èñëî), òî âûðàæåíèå (x − a)n ñïðàâà îò òî÷êè x = a ïîëîæèòåëüíîå, 
à ñëåâà îò òî÷êè x = a îòðèöàòåëüíîå.

Äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà ( ) ( ) ... ( ) ( )x a x a x a x ak k
n

k
n

kn n− − − − >−
−

1 2 1
1 2 1 0 îáîáùåííûì ìåòîäîì èíòåð-

âàëîâ íà ÷èñëîâóþ îñü íàíîñèì ÷èñëà a
1
, a

2
, …, an – 1

, an. Â ïðîìåæóòêå ñïðàâà îò íàèáîëüøåãî 
èç íèõ ñòàâèì çíàê «+», à çàòåì, äâèãàÿñü ñïðàâà íàëåâî, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç î÷åðåäíîå ÷èñëî a

1 

ìåíÿåì çíàê, åñëè ki — íå÷åòíîå ÷èñëî, è ñîõðàíÿåì çíàê, åñëè ki — ÷åòíîå ÷èñëî.
Çàìå÷àíèå 1. Åñëè âñòðå÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ (ai − x)n, òî ñïðàâà îò íàèáîëüøåãî èç ai íå îáÿçà-

òåëüíî áóäåò çíàê «+». Â ýòîì ñëó÷àå ëó÷øå âñåãî îïðåäåëèòü çíàê ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà â êà-
êîì-ëèáî èç èíòåðâàëîâ, à çàòåì ïîñòàâèòü çíàêè â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ ñ ó÷åòîì èçëîæåííûõ 
âûøå ñîîáðàæåíèé.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ íåðàâåíñòâ âèäà ϕ(x) > 0, 
ϕ(x) ≥ 0, ϕ(x) ≤ 0, ãäå

ϕ( )
( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
x

x a x a x a

x b x b x b

n n
k

n

m m
p

m

k

=
− − −
− − −

1 2

1 2

1 2

1 2 pp
.

.  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: x2(x − 1)3 (x − 2)5 < 0.

x
–

210

+++
Ðåøåíèå. Îòìå÷àåì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé òî÷êè x = 0, x = 1, x = 2. Ïðîâî-

äèì ÷åðåç ýòè òî÷êè «êðèâóþ çíàêîâ» ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñëåâà è ñïðàâà 
îò òî÷êè x = 0 îäèí è òîò æå çíàê «+», òàê êàê â âûðàæåíèè x2 = 0 ïîêàçà-
òåëü ñòåïåíè (÷èñëî 2) — ÷èñëî ÷åòíîå. Â îêðåñò íîñòè òî÷åê x = 1 è x = 2

çíàêè â ñîñåäíèõ ïðîìåæóòêàõ ÷åðåäóþòñÿ, òàê êàê â âûðàæåíèÿõ (x − 1) 3 è (x − 2)5 ïîêàçàòåëè 
ñòåïåíåé (÷èñëà 3 è 5) íå÷åòíûå. Ìíîæåñòâî, äàþùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà, íà ðèñóíêå 
çàøòðèõîâàíî. Ýòî èíòåðâàë (1; 2).

Метод замены переменной при решении рациональных неравенств
Ìíîãèå íåðàâåíñòâà óäîáíî ðåøàòü, ïðèìåíÿÿ ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé (ìåòîä ïîäñòàíîâêè).

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: (x2 − x)2 − 8 (x2 − x) + 12 < 0.
Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííîé t = x2 − x, ïîëó÷àåì t2 − 8t + 12 < 0. Êîðíÿìè óðàâíå-

íèÿ t2 − 8t + 12 = 0 ÿâëÿþòñÿ t
1

= 2, t
2

= 6.
Îòñþäà t2 − 8t + 12 = (t − 2)(t − 6) > 0 ⇔ 2 < t < 6.
Ïîñêîëüêó t = x2 − x, ïîëó÷àåì:

2 < x2 − x < 6 ⇔ x x
x x

2

2

2
6

− >
− <

⎧
⎨
⎩

( )
( )
à
á

Ðåøàåì íåðàâåíñòâî (à):

x x x x x x
x
x

2 22 2 0 1 2 0
1

2
− > ⇔ − − > ⇔ + − > ⇔ < −

>
⎡
⎣⎢

( )( ) .

Ðåøàåì íåðàâåíñòâî (á):
x2 − x < 6 ⇔ x2 − x − 6 < 0 ⇔ (x + 2)(x − 3) < 0 ⇔ − 2 < x < 3.
Îòñþäà (x2 − x) 2 − 8 (x2 − x) + 12 < 0 ⇒

x x
x x

x
x

x

2

2

2
6

1
2

2 3

− >
− <

⎧
⎨
⎩

⇔
< −
>

⎡
⎣⎢
− < <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
.

x

x2 3–2 –1

2 3–2 –1

Èçîáðàçèì ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ äâóõ êîîðäèíàòíûõ ïðÿìûõ. 
Ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåí ñòâà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ (−2; −1); 
(2; 3).

Îòâåò: x ∈ (−2; −1) ∪ (2; 3).

2.6. Неравенства с одной переменной
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2.6.2. Показательные неравенства

Íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííûå â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè, íàçûâàþòñÿ ïîêàçàòåëü íûìè.

Неравенства вида a  f(x) > a  g(x)

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ ïîäîáíîãî âèäà îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ:

• åñëè a > 1, òî íåðàâåíñòâî af(x) > ag(x) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó f(x) > g(x);

• åñëè 0 < a < 1, òî íåðàâåíñòâî af(x) > ag(x) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó f(x) < g(x). 

Êîðîòêî ìîæíî çàïèñàòü:

a a
a
f x g x

a
f x g x

f x g x( ) ( )

( ) ( )
;

;
( ) ( ).

> ⇔ >
>{ < <

<{1 0 1

Çàìåòèì, ÷òî ïðèìåíÿÿ êàêîé-ëèáî ìåòîä ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãî çíàê «>», 

ìîæíî ýòîò æå ìåòîä ïðèìåíÿòü è ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ çíàêè «<», «≥», «≤». 

Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî, íàïðèìåð, çàïèñàòü: a a
a

f x g x
f x g x( ) ( )

( ) ( )
.≤ ⇔ < <

≥{0 1

.  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 2 1
8

x < .

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó
1
8

2 3= − ,  òî 2 1
8

2 2 33x x x< ⇔ < ⇔ < −− .

Îòâåò: x ∈ (−∞; −3).

Неравенства вида a  f(x) > b, a > 0
Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:

à) b ≤ 0, òîãäà af(x) > b ⇔ x ∈ D(f);
á) b > 0, òîãäà af(x) > b ⇔ f(x) > logab ïðè a > 1; af(x) > b ⇔ f(x) < logab ïðè 0 < a < 1.

Ïðè a = 1 èñõîäíîå íåðàâåíñòâî af(x) > b ðàâíîñèëüíî ÷èñëîâîìó íåðàâåíñòâó 1 > b ïðè x ∈ D(f).

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 2x > 5.

Ðåøåíèå. 2x > 5 ⇔ 2x > 2 2 5log ⇔ x > log
2
5.

Îòâåò: x ∈ (log
2
5; +∞).

Неравенства вида a  f(x) > b  ϕ(x) 

Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ïîäîáíîãî âèäà ïðèìåíÿþò ëîãàðèôìèðîâàíèå îáåèõ ÷àñòåé ïî îñíî-

âàíèþ a èëè b. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì:

af(x) > bϕ(x) ⇔ f(x) > ϕ(x) logab, åñëè a > 1;

af(x) > bϕ(x) ⇔ f(x) < ϕ(x) logab, åñëè 0 < a < 1.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 2 3
2x x≥ .

Ðåøåíèå. Ïðîëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïî  îñíîâàíèþ 2.

Òîãäà èìååì:

2 3 2 3 3
2 2

2 2
2

2
x x x x x x≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔log ( ) log ( ) log

⇔ − ≥ ⇔ − ≥ ⇔x x x x2
2 23 0 1 3 0log ( log )

⇔ ∈⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

=x
2

30
1

3
0 2;

log
[ ; log ].

Îòâåò: x ∈ [0; log
3
2].
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Решение показательных неравенств методом замены переменной

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 9x + 27 < 12 ⋅3x.
Ðåøåíèå. Ïóñòü 3x = t, t > 0, òîãäà èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

t2 − 12t + 27 < 0 ⇔ 3 < t < 9 ⇔ 3 < 3x < 9 ⇔
⇔ 31 < 3x < 32 ⇔ 1 < x < 2.

Îòâåò: x ∈ (1; 2).

Решение неравенств, содержащих однородные функции относительно
 показательных функций

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 4x − 2 ⋅52x − 10x > 0.
Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

22x − 2 ⋅52x − 2x ⋅5x > 0.

Â ëåâîé ÷àñòè — îäíîðîäíûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî 2x è 5x. Òîãäà ìîæíî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè 
èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà íà 22x, 52x èëè íà 10x = 2x ⋅5x. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà 
íà 52x = 25x, ïîëó÷àåì:

4
25

2 10
25

0 2
5

2
5

2 0

2

( ) − − ( ) > ⇔ ( )⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ − ( ) − >

x x x x

.

Îáîçíà÷èâ
2
5( ) =

x

t, t > 0, ïîëó÷àåì t t
t
t

2 2 0
1

2
− − > ⇔ < −

>
⎡
⎣⎢

.

Ïîñêîëüêó t > 0 è t > 2, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

2
5

2 2
5

2
5

2
2
5

2

2
5

( ) > ⇔ ( ) > ( ) ⇔ <
x x

x
log

log .

Îòâåò: x ∈ −∞( ); log .2
5

2

2.6.3. Логарифмические неравенства

Ëîãàðèôìè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà, êîòîðûå ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ ïîä çíàêîì ëî-
ãàðèôìà èëè â åãî îñíîâàíèè.

Ïðè ðåøåíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ íàõîæäåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî íåðà-
âåíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì, à ÷àñòî äàæå íåöåëåñîîáðàçíî, ïîñêîëüêó óñëîâèÿ, çàäàþ-
ùèå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà, îáû÷íî ïîäêëþ÷àþò ê òîìó íåðàâåíñòâó, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ 
ñëåäñòâèåì çàäàííîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà.

Неравенства, решаемые с использованием определения логарифма
Íåðàâåíñòâà âèäà logaf(x) > b ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

logaf(x) > b ⇔

0
0 1

1

< <
< <

⎧
⎨
⎩

>
>

⎧
⎨
⎩

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

f x a
a

f x a
a

b

b

( )

( )
.
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Àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ íåðàâåíñòâà âèäà logaf(x) < b:

logaf(x) < b ⇔

f x a
a

f x a
a

b

b

( )

( )
.

>
< <

⎧
⎨
⎩

< <
>

⎧
⎨
⎩

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

0 1

0
1

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log log log ( ) .2 3 1
2

1 0x − ≤

Ðåøåíèå. Ðåøåíèå èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ëó÷øå âñåãî çàïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì öåïî÷åê ýê-
âèâàëåíòíûõ íåðàâåíñòâ:

log log log ( ) log log log ( ) log2 3 1
2

2 3 1
2

21 0 1 1x x− ≤ ⇔ − ≤ ⇔

⇔ < − ≤ ⇔ < − ≤ ⇔0 1 1 1 1 33 1
2

3 3 1
2

3log log ( ) log log log ( ) logx x

⇔ < − ≤ ⇔ < − ≤ ( ) ⇔1 1 3
1
2

1
1
21

2
1
2

1
2

1
2

3

log ( ) log log ( ) logx x

⇔ ( ) ≤ − < ⇔ ≤ − < ⇔ ≤ <1
2

1 1
2

1
8

1 1
2

9
8

3
2

3

x x x .

Îòâåò: 11
8

11
2

; .⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

Неравенства, решаемые с использованием свойств логарифмов

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ âèäà logaf(x) > logag(x) îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ôóíê öèÿ y = logax (a > 0, a ≠ 1, 
x > 0) ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ïðè 0 < a < 1 è âîçðàñòàþùåé ïðè a > 1.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) log ( ) log ( )
( )
( )
( ) ( )

( ) (a af x g x

a
f x
g x
f x g x

a
f x g

> ⇔

>
>
>
>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⇔ >
>

1
0
0

1
xx)

;>{ 0

á) log ( ) log ( )
( )
( )
( ) ( )

a af x g x

a
f x
g x
f x g x

a
f

> ⇔

< <
>
>
<

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⇔ < <
<

0 1
0
0

0 1
0 (( ) ( )

.
x g x<{

Çàìåòèì, ÷òî â íåðàâåíñòâàõ (à) è (á) ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ïåðâóþ (áîëåå ïîëíóþ) ñèñòå-
ìó íåðàâåíñòâ, òàê è âòîðóþ (óêîðî÷åííóþ) ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, åé ðàâíîñèëüíóþ. Äîñòîèíñ-
òâîì áîëåå ïîëíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ åå íàãëÿäíîñòü è î÷åâèäíîñòü, à äîñ òîèíñòâîì 
óêîðî÷åííîé — ìåíüøàÿ òðóäîåìêîñòü, ò. ê. ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü íà îäíî íåðàâåíñòâî ìåíüøå. 
Îäíàêî ïåðåõîä îò áîëåå ïîëíîé ñèñòåìû ê óêîðî÷åííîé íå âñåãäà î÷åâèäåí äëÿ ìàëîîïûòíîãî 
ðåøàþùåãî.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log
0,2

 (x2) > log
0,2

 (3x).
Ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îñíîâàíèå ëîãàðèôìîâ 0 < 0,2 < 1, ïîëó÷àåì:

log log ( ), ,0 2
2

0 2

2

2

3
0

3 0
3

x x
x

x
x x

( ) > ⇔
>
>
<

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

0
3 0

0x
x x

x⇔ >
− <

⎧
⎨
⎩

⇔ >
xx x

x
x

x
( )

.− <{ ⇔ >
< <{ ⇔ < <

3 0
0

0 3
0 3

Îòâåò: x ∈ (0; 3).
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Логарифмические неравенства, решаемые с использованием замены переменной

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log log .3
2

32 3 0x x− − ≤
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èâ log

3
x = t, ïðèõîäèì ê íåðà âåí ñòâó: 

t2 − 2t − 3 ≤ 0, −1 ≤ t ≤ 3 ⇔ −1 ≤ log
3
x ≤ 3 ⇔ log

3
3 –1 ≤ log

3
x ≤ log

3
33 ⇔ 1

3
27≤ ≤x .

Îòâåò: x ∈⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1
3

27; .

Логарифмические неравенства, содержащие 
переменную под знаком логарифма и в основании логарифма
Â îáùåì âèäå ðåøåíèe ïîäîáíûõ íåðàâåíñòâ ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

log ( )

( )
( ) ( ( ))

( )
( ) ( ( ))

( )ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

x

A

f x A

x
f x x

x
f x x

> ⇔

>
> >

⎧
⎨
⎩

< <
< <

1
0

0 1
0 AA

⎧
⎨
⎩

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

.

Íà ïðàêòèêå îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò äâà ñëó÷àÿ (êîãäà îñíîâàíèå ëîãàðèôìà ϕ(x) > 1 è 0 < ϕ(x) < 1)
è íå âñåãäà ïîëüçóþòñÿ ïðèâåäåííûìè âûøå ýêâèâàëåíòíîñòÿìè.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: logx(x − 2) ≤ 2.
Ðåøåíèå.

Íàõîäèì ÎÄÇ: 
x
x
x

x
− >
>
≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ >

2 0
0
1

2.

èñõîäíîìó:

log ( ) log ( ) logx x xx x x− ≤ ⇔ − ≤ ⇔2 2 2 2

x x
x

x x
x

x⇔ − ≤
>

⎧
⎨
⎩

⇔ − + ≥
>

⎧
⎨
⎩

⇔2
2

2 0
2

2 2 ∈∈
>{ ⇔ >R

x
x

2
2.

Îòâåò: x ∈ (2; +∞).

2.6.4.  Использование графиков при решении неравенства

Ôóíêöèÿ sin x èìååò íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä 2π. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâà âèäà sin x > 0, 
sinx ≥ a, sin x < 0, sinx ≤ a äîñòàòî÷íî ðåøèòü íà êàêîì-ëèáî îòðåçêå äëèíû 2π. Ìíîæåñòâî âñåõ 
ðåøåíèé ïîëó÷èì, ïðèáàâèâ ê êàæäîìó èç íàéäåííûõ íà ýòîì îòðåçêå ðåøåíèé ÷èñëà âèäà 2πn, 
n ∈ Z.

Ðåøèì íåðàâåíñòâî: sin .x > −
1

2

0
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Ðàññìîòðèì ýòî íåðàâåíñòâî íà îòðåçêå −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2

3

2
; .

Óðàâíåíèå sinx = −
1

2
èìååò íà ýòîì ïðîìåæóòêå äâà êîðíÿ: x1 6

= −
π

è x2 6

7

6
= + =π

π π
.

Ïîñêîëüêó sin ,x > −
1

2
 òî ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà áóäóò çíà÷åíèÿ − + < < + ∈

π
π

π
π

6
2

7

6
2n x n n, .Z

− + < < + ∈
π

π
π

π
6

2
7

6
2n x n n, .Z

2
3 4

1sin .
x

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≤
π

sin .
x
3 4

1

2
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

≤
π x

t
3 4

+ =
π

, òîãäà ðàññìîòðèì ãðàôèê y = sin t.

0

sin t ≤
1

2
áóäóò çíà÷åíèÿ:

2
5

4 4
2π π π πn t n n− ≤ ≤ + ∈, Z.

Òîãäà − + ≤ + ≤ + ∈
5

4
2

3 4 4
2

π
π

π π
πn

x
n n, ;Z

− + ≤ ≤ ∈
6

4
2

3
2

π
π πn

x
n n, ;Z − + < < ∈

9

2
6 6

π
π πn x n n, .Z

Îòâåò: − + < < ∈
9

2
6 6

π
π πn x n n, .Z

Äëÿ íåðàâåíñòâ âèäà cosx > a è cos x ≤ a óäîáíî ñíà÷àëà íàéòè ðåøåíèå íà îòðåçêå [0; 2π].

Íàïðèìåð, ðåøèì íåðàâåíñòâî: cos .x ≤ −
1

2

0

2

3
2

4

3
2

π
π

π
π+ ≤ ≤ + ∈k x k k, .Z

Îòâåò: 2

3
2

4

3
2

π
π

π
π+ ≤ ≤ + ∈k x k k, .Z

Íåðàâåíñòâà âèäà cos x > a è cosx ≥ a óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íà îòðåçêå [−π; π].
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Ðåøèì íåðàâåíñòâî 2 2
3

1cos .x −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≥
π

2
3

x t− =
π

,  òîãäà cos .t ≥
1

2
Ðàññìîòðèì ãðàôèê 

y = cos t.

0

− + ≤ ≤ + ∈
π

π
π

π
3

2
3

2n t n n, ;Z

− + ≤ − ≤ + ∈
π

π
π π

π
3

2 2
3 3

2n x n n, ;Z

2 2
2

3
2π

π
πn x n n≤ ≤ + ∈, ;Z π

π
πn x n n≤ ≤ + ∈

3
, .Z

Îòâåò: π
π

πn x n n≤ ≤ + ∈
3

, .Z

Íåðàâåíñòâà tg x > a, tg x ≥ a; tgx < a, tgx ≤ a óäîáíî ðåøàòü íà èíòåðâàëå −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π
2 2

; , à íåðàâåíñ-

òâà ctgx > a, ctgx ≥ a; ctgx < a, ctgx ≤ a — íà èíòåðâàëå (0; π). Ôóíêöèè tgx è ctgx èìåþò ïå -
ðè îä π, ïîýòîìó, ïðèáàâëÿÿ ê íàéäåííûì íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåðâàëàõ ðåøåíèÿì ÷èñëà âèäà πn, 
n ∈ Z, ïîëó÷èì âñå ðåøåíèÿ ýòèõ íåðàâåíñòâ. Ðåøèì íåðàâåíñòâî tgx ≤ 2.

Íà èíòåðâàëå −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π
2 2

;  ôóíêöèÿ tg x ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, è óðàâíåíèå tgx = 2 èìååò îäíî ðå-

øåíèå: x = arctg 2.
Ïîýòîìó ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà áóäóò çíà÷åíèÿ: − + < ≤ + ∈

π
π π

2
2n x n narctg Z, .

Îòâåò: − + < ≤ + ∈
π

π π
2

2n x n narctg Z, .

Ðåøèì íåðàâåíñòâî: ctg x ≥ 3. Íà ïðîìåæóòêå (0; π) ôóíêöèÿ ctg x ìîíîòîííî óáûâàåò, è óðàâ-

íåíèå ctg x = 3  èìååò îäíî ðåøåíèå: x = =arctg 3
6

π
.

Îòâåò: π
π

πn x n n< ≤ + ∈
6

, .Z
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Ðåøèì áîëåå ñëîæíîå íåðàâåíñòâî: tg x > 1.

tg x > 1,  çíà÷èò tg x > 1 èëè tg x < −1.

Òîãäà

π
π

π
π

4 2
+ < < + ∈n x n n, Z èëè − + < < − + ∈

π
π

π
π

2 4
k x k k, Z.

Îòâåò: − + − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∪ + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈
π

π
π

π
π

π
π

π
2 4 4 2

k k n n n k; ; , , .Z

2.6.5.  Неравенства, содержащие переменную под знаком модуля

Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ ïîä çíàêîì ìîäóëÿ, èñïîëüçóåòñÿ îïðåäåëå-

íèå ìîäóëÿ ôóíêöèè:

f x
f x f x

f x f x
( ) =

( ) ( ) ≥

− ( ) ( ) <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, ,

, .

0

0

Ìîæíî òàêæå âîñïîëüçîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè ìîäóëÿ, â ÷àñòíîñòè, òàêèìè, êàê:

f x( ) ≥ 0; f x g x f x g x( ) ⋅ ( ) = ( ) ⋅ ( ) ;

f x f x( ) = ( )( )2 2
;

f x

g x

f x

g x

( )
( ) =

( )
( ) ; − ( ) = ( )f x f x ;

f x g x f x g x( ) > ( ) ⇔ ( )( ) > ( )( )2 2

(àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà äëÿ íåðàâåíñòâ èìåþò ìåñòî, åñëè â ïîñëåäíåé ðàâíîñèëüíîñòè çíàê <, 

≤, ≥).

Èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìîäóëÿ, ñîãëàñíî êîòîðîé |x − a| åñòü ðàñ-

ñòîÿíèå íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé ìåæäó òî÷êàìè x è a.

Íåðàâåíñòâî âèäà |f(x)| < a ⇔ −a < f(x) < a, åñëè a > 0, åñëè a ≤ 0, òî íåðàâåíñòâî |f(x)| > a ðåøåíèé 

íå èìååò.

Íåðàâåíñòâî âèäà f x a
f x a

f x a
( ) > ⇔

( ) >

( ) < −

⎡

⎣
⎢
⎢

,

,
åñëè a > 0; åñëè a < 0, òî ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà |f(x)| > a

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x); åñëè a = 0, òî ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà 

|f(x)| > a ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî òåõ x, äëÿ êîòîðûõ f(x) ≠ 0.

Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ áîëåå îäíîãî ìîäóëÿ, ïðèìåíÿþò ìåòîä èíòåðâàëîâ äëÿ 

ìîäóëåé.
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Ï ð è ì å ð  1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |x + 2| ≤ 5.
Ðåøåíèå.
1 ñïîñîá. Ïîñêîëüêó |f(x)| ≤ a ⇔ −a ≤ f(x) ≤ a ïðè a ≥ 0, òî ïîëó÷àåì |x + 2| ≤ 5 ⇔ −5 ≤ x + 2 ≤ 5 ⇔

⇔ − 5 − 2 ≤ x ≤ 5 − 2 ⇔ −7 ≤ x ≤ 3 ⇔ x ∈ [−7; 3].
2 ñïîñîá. Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà â êâàäðàò, ïîëó÷èì ðàâíîñèëüíîå åìó 

íåðàâåíñòâî (x + 2)2 ≤ 52 ⇔ (x +x 2)2 − 52 ≤ 0 ⇔ (x +x 2 − 5)(x +x 2 + 5) ≤ 0 ⇔ (x −x 3)(x +x 7) ≤ 0 ⇔ ⇔ − 7 ≤ x ≤ 3 
(ïîñëåäíþþ ðàâíîñèëüíîñòü ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, ìåòîä èíòåðâàëîâ).

3 ñïîñîá. Èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ:

x
x x

x x
+ =

+ + ≥
− +( ) + <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
2

2 2 0

2 2 0

, ,

, .

Îòñþäà èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàìåíèòü ñîâîêóïíîñòüþ äâóõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ:

x

x

+ ≥
+ ≤

⎧
⎨
⎩

2 0

2 5

,

;

x

x

+ <
− +( ) ≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 0

2 5

,

.

Èç ïåðâîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì −2 ≤ x ≤ 3, èç âòîðîé ñèñòåìû −7 ≤ x ≤ −2. Îòñþäà èñêîìîå ðåøåíèå 
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ðåøåíèé 1-é è 2-é ñèñòåì, ò. å. x ∈ [−2: 3] ∪ [−7; 2) = [−7; 3].

Îòâåò: x ∈ [−7; 3].

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |3x − 2| > −2.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó |3x − 2| ≥ 0, òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x, ò. å. 

x ∈ (−∞; + ∞).
Îòâåò: x ∈ (−∞; + ∞).

Ï ð è ì å ð  3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |3x − 2| > 7.
Ðåøåíèå. 1 ñïîñîá. Ïîñêîëüêó ïðè a > 0 

f x a
f x a

f x a
( ) > ⇔

( ) >

( ) < −

⎡

⎣
⎢
⎢

,

,
òî èìååì:

3 2 7
3 2 7

3 2 7

3

5

3

5

3
3x

x

x

x

x
x− > ⇔

− >
− < −

⎡

⎣
⎢ ⇔

>

< −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔ ∈ −∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∪ +∞
,

,
; ;(( ).

2 ñïîñîá. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàìåíèòü äâóìÿ ñèñòåìàìè (òî÷íåå, ñîâîêóïíîñòüþ 
äâóõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ):

à)
3 2 0

3 2 7

x

x

− ≥
− >

⎧
⎨
⎩

,

;
á) 

3 2 0

3 2 7

x

x

− <
− −( ) >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
Ðåøàÿ ñèñòåìó (à), íàéäåì x > 3. Ðåøàÿ ñèñòåìó (á), íàéäåì x < −

5

3
. Ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðà-

âåíñòâà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ðåøåíèé ñèñòåì (à) è (á), ò. å. x ∈ −∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∪ +∞( ); ; .
5

3
3

Îòâåò: x ∈ −∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∪ +∞( ); ; .1
2

3
3

Ï ð è ì å ð  4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |3
⎝ ⎠

x + 61| < −1.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó |3x + 61| ≥ 0, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò.
Îòâåò: ∅.

Ï ð è ì å ð  5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |2x − 4| < x − 1.
Ðåøåíèå. 1 ñïîñîá. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàìåíèòü ñîâîêóïíîñòüþ äâóõ ñèñòåì:

2 4 0

2 4 1

x

x x

− ≥
− < −

⎧
⎨
⎩

,

;

2 4 0

2 4 1

x

x x

− <
− −( ) < −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.
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Èç ïåðâîé ñèñòåìû ïîëó÷àåì 2 ≤ x < 3, èç âòîðîé ñèñòåìû — 
5

3
2< <x . Èñêîìîå ðåøåíèå ÿâëÿ-

åòñÿ îáúåäèíåíèåì ðåøåíèé ïåðâîé è âòîðîé ñèñòåì, ò. å.

x x∈ ∪ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇔ ∈ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

[ ; ) ; ; .2 3
5

3
2

5

3
3

2 ñïîñîá. |2x − 4| < x − 1 ⇔ −(x − 1) < 2x − 4 < x − 1 ⇔
⇔ −x + 1 < 2x − 4 < x − 1 ⇔

⇔ 
2 4 1

2 4 1

3 5

3

5

3
3

x x

x x

x

x

x

x

− > − +
− < −

⎧
⎨
⎩

⇔
>

<
⎧
⎨
⎩

⇔
>

<

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, , ,

.

Îòâåò: x ∈ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

3
3; .

Ï ð è ì å ð  6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: x2 > |5x + 6|.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 5 6
5 6

6

5

5 6
6

5

x
x x

x x
+ =

+ ≥ −

− − < −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

, ,

, ,

òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàìåíèòü ñîâî-

êóïíîñòüþ äâóõ ñèñòåì íåðàâåíñòâ:

à)
x

x x

≥ −

> +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

6

5

5 62

,

;

x

x x

< −

> − −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

6

5

5 62

,

.

ðàâåíñòâ (à) è (á):

à)
x

x x

x

x x
x

≥ −

> +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

≥ −

< − >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ − ≤ < −

6

5

5 6

6

5
1 6

6

5
1

2

,

;

,

;

; x > 6.

á)
x

x x

x

x x
x x

< −

+ + >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

< −

< − > −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ < − − < < −

6

5

5 6 0

6

5
3 2

3 2
6

52

,

;

,

;

; .

Îáúåäèíÿÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ ñèñòåì (à) è (á), ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò.

Îòâåò: x ∈ − − ∪ +∞( ) ∪ −∞ −( ) ∪ − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −∞ −( ) ∪ − −( ) ∪ +[ ; ) ; ; ; ; ; ;
6

5
1 6 3 2

6

5
3 2 1 6 ∞∞( ).

Ï ð è ì å ð  7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |x + 2| + |x − 2| < 6.
Ðåøåíèå. Ïðè ðåøåíèè èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà èñïîëüçóåì ìåòîä èíòåðâàëîâ äëÿ ìîäóëåé. Îò-

ìåòèì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé òî÷êè, â êîòîðûõ âûðàæåíèÿ, íàõîäÿùèåñÿ ïîä çíàêàìè ìîäóëåé, îá-
ðàùàþòñÿ â íóëü. Ýòî òî÷êè x = −2, x = 2. Âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ ðàçáèâàåòñÿ ýòèìè òî÷êàìè íà òðè 
èíòåðâàëà (òðè ïðîìåæóòêà): (−∞; 2) (1-é èíòåðâàë), [−2; 2] (2-é èíòåðâàë), (2; ∞) (3-é èíòåðâàë). 
Ïðèâåäåì ÷åòûðå ôîðìû çàïèñè ðåøåíèÿ èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà.

1 ôîðìà çàïèñè ðåøåíèÿ. Íà 1 èíòåðâàëå (−∞; 2) ïî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ èìååì |x + 2| = −(x + 2) = 
= −x − 2; |x − 2| = −(x − 2) = −x + 2. Çíà÷èò, íà 1-ì èíòåðâàëå èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

−x − 2 −x + 2 < 6 ⇔ −2x < 6 ⇔ x > −3.
Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàë x ∈ (−∞; 2), òî â ìíîæåñòâî ðåøåíèé âõîäèò ïåðåñå÷åíèå 

ìíîæåñòâ: (−∞; −2)∩(−3; ∞) = (−3; 2) — ðåøåíèå èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà íà 1-ì èíòåðâàëå.
Íà îòðåçêå [−2; 2] (2-ì èíòåðâàë):
|x + 2| = x + 2; |x − 2| = −(x − 2) = −x + 2
ìû èìååì  x + 2 −x + 2 < 6 ⇔ 4 < 6, ò. å. âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî. Ïîýòîìó âñå çíà÷åíèÿ 

ïåðåìåííîé, ïðèíàäëåæàùèå ýòîìó îòðåçêó, âõîäÿò â ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ò. å. x ∈ [−2; 2] — ðå-
øåíèå íà 2-ì èíòåðâàëå.
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Íà 3-ì èíòåðâàëå x ∈ (2; ∞) |x + 2| = x + 2; |x − 2| = x − 2, è ìû ïîëó÷àåì x + 2 + x − 2 < 6 ⇔ 2x < 6 
⇔ ⇔ x < 3. Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàë x ∈ (2; ∞), òî â ìíîæåñòâî ðåøåíèé âõîäèò ïåðå-
ñå÷åíèå ìíîæåñòâ (2; ∞) ∩ (−∞; 3) = (2; 3) — ðåøåíèå íà 3-ì èíòåðâàëå.

Îáúåäèíÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, äåëàåì âûâîä: èñõîäíîå ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè 
x ∈ (−3; 2) ∪ [−2; 2] ∪ (2; 3) = (−3; 3). Òàêèì îáðàçîì, x ∈ (−3; 3) — ðåøåíèå èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà.

Îòâåò: x ∈ (−3; 3).
2 ôîðìà çàïèñè ðåøåíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ èñõîäíîå íåðàâåíñòâî íà êàæäîì èç òðåõ ïðîìåæóòêîâ, 

ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü òðåõ ñèñòåì. Òàêèì îáðàçîì,
|x + 2| + |x − 2| < 6 ⇔

⇔

< −
− +( ) − −( ) <
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⇔ x ∈ (−3; 2) ∪ [−2; 2] ∪ (2; 3) = (−3; 3).
3 ôîðìà çàïèñè ðåøåíèÿ. Íà êàæäîì èç òðåõ èíòåðâàëîâ ðàññìîòðèì ðåøåíèå èñõîäíîãî ðà-

âåíñòâà.
1-ì èíòåðâàë. (x > −2): |x + 2| = −(x + 2); |x − 2| = −(x − 2). Èìååì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 

x

x x

x

x
x
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2-é èíòåðâàë. (−2 ≤ x ≤ 2): |x + 2| = x + 2; |x − 2| = −(x − 2). Èìååì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
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3-é èíòåðâàë. (x > 2): |x + 2| = x + 2; |x − 2| = x − 2. Èìååì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:
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Ðåøåíèå èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àåì ïóòåì îáúåäèíåíèÿ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ íà 1-ì, 
2-ì è 3-ì èíòåðâàëàõ:

x ∈ (−3; 2) ∪ [−2; 2] ∪ (2; 3) = (−3; 3).
4 ôîðìà çàïèñè ðåøåíèÿ. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ:

1) 
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Îáúåäèíÿÿ íàéäåííûå ìíîæåñòâà çíà÷åíèé x, ïîëó÷àåì: x ∈ (−3; 2) ∪ [−2; 2] ∪ (2; 3) = (−3; 3).
Îòâåò: −3 < x < 3.

Ï ð è ì å ð  8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: |x − 2|3 + |x − 2| > 2
Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííîé |x − 2| = t, t ≥ 0, ïîëó÷àåì:

t t
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⇔ 
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Âîçâðàùàÿñü ê ïåðâîíà÷àëüíîé ïåðåìåííîé, ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî 
ñëåäóþùåìó:

x
x
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x

x
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Îòâåò: x ∈ (−∞; 1) ∪ (3; +∞).

2.6.6. Неравенства с параметром

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî:
(a − 1)x > a2 − 1.
Ðåøåíèå.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àè:
à) a > 1; á) a < 1; â) a = 1.
à) Ïðè a > 1 äåëèì îáå ÷àñòè íà à − 1 è ïîëó÷àåì: x > a + 1.
á) Ïðè a < 1 îäíîâðåìåííî ñ äåëåíèåì íà à − 1 èçìåíÿåì çíàê íåðàâåíñòâà: x < a + 1.
â) Ïðè à = 1 íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ íè ïðè êàêîì õ.
Îòâåò: åñëè a > 1, òî x ∈ (a + 1; + ∝);
åñëè a < 1, òî x ∈ (−∝; a + 1);
åñëè à = 1, òî ðåøåíèé íåò.

2.6.7. Решение комбинированных неравенств

Тригонометрические неравенства, сводящиеся к квадратным
Åñëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå íåðàâåíñòâà â ðåçóëüòàòå òîæäåñòâåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñâîäÿòñÿ 

ê âèäó asin2 t + bsin t + c ≥ 0 èëè acos2 t + bcos t + c ≥ 0, òî ââîäÿò ïîäñòàíîâêó: y = sin t (y = cos t), 
y  ≤ 1. Ïîëó÷àþò íåðàâåíñòâî âèäà: ay2 + by + c ≥ 0.

Ðåøàþò àëãåáðàè÷åñêîå íåðàâåíñòâî, âîçâðàùàþòñÿ ê ïîäñòàíîâêå. Ðåøàþò ïðîñòåéøåå òðèãî-
íîìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå ïîëó÷èëè â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè.

Ï ð è ì å ð . Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 2sin2x + sinx − 1 < 0.
Ðåøåíèå. Ïóñòü sin x = y, ó ∈ [–1; 1], òîãäà 2y2 + y − 1 < 0.
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Метод интервалов для решения тригонометрических неравенств
Ìåòîä èíòåðâàëîâ äëÿ ðåøåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ  íåðàâåíñòâ f(x) ≥ 0 ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ 

ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.
1. Íàéòè ÎÄÇ íåðàâåíñòâà.
2. Íàéòè ïåðèîä ôóíêöèè f(x) (åñëè îí ñóùåñòâóåò).
3. Íàéòè íóëè ôóíêöèè (f(x) = 0).
4. Îáîçíà÷èòü íóëè íà ÎÄÇ íà îäíîì ïåðèîäå è íàéòè çíàê ôóíêöèè íà êàæäîì èç ïðîìåæóò-

êîâ, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ ÎÄÇ.
5. Çàïèñàòü îòâåò (ó÷èòûâàÿ çíàê çàäàííîãî íåðàâåíñòâà è ïåðèîä ôóíêöèè f(x)).

Ï ð è ì å ð . Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: cos 2x ≤ cos 3x − cos 4x.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ ìåòîä èíòåðâàëîâ, ñâåäåì ôóíêöèþ ê âèäó f(x) ≤ 0:
cos 2x + cos 4x − cos 3x ≤ 0.
1. ÎÄÇ: õ — ëþáîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
2. Ïåðèîä ôóíêöèè cos x ðàâåí 2x π, ïåðèîä ôóíêöèè cos 2x T1

2

2
= =

π
π,  ïåðèîä ôóíêöèè cos 3x —x

T2
2

3
=

π
, à ïåðèîä cos 4x — T3

2

4 2
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π π
.

Íà îòðåçêå 2π ïåðèîäû T
2
, T

3
 è T

1
ïîìåùàþòñÿ öåëîå ÷èñëî ðàç, çíà÷èò, îáùèé ïåðèîä T = 2π.

3. Íàéäåì íóëè ôóíêöèè: cos 2x + cos 4x − cos 3x = 0.
2 cos 3x cosx − cos 3x = 0; cos 3x(2 cos x − 1) = 0;
cos 3x = 0 èëè 2 cos x − 1 = 0;

x
k
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π π
6 3
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π
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2 , .Z

4. Îáîçíà÷èì âñå íóëè íà ïåðèîäå 2π, íàïðèìåð, íà îòðåçêå îò 0 äî 2π, ïîëó÷èì 9 ïðîìåæóò-
êîâ:

Íàõîäèì çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) íà êàæäîì ïðî ìåæóòêå. Äëÿ ýòîãî óäîáíî çàïèñàòü ôóíêöèþ 
f(x) â âèäå f(x) = cos 3x(2 cos x − 1). Çàïèøåì îòâåò ñ ó÷åòîì ïå ðèîäà:
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 2.6.
«Неравенства с одной переменной»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 2x + 3 > 5. Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå 
äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â2. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 2x + 1 > 0. Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå 
ðåøåíèå äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â3. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 2 – 5x ≥ 14 – x. Â îòâåò çàïèøèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðå-
øåíèå äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî x
x x− + ≤ −2 3

2

1

4
. Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå öåëîå 

ðåøåíèå äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â5. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 
x
x

−
+

≤21

7
0.  Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå 

äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â6. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî (x2 + 17)(x – 6)(x + 2) < 0. Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî 
öåëûõ ðåøåíèé äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â7. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî x
x

x+ < < +1
2

2. Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ 

ðåøåíèé äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â8. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 2
3

1

4
1

6
− < − < +x x x

. Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî öå-

ëûõ ðåøåíèé äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8
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Â9. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 6 6
2 2 3x x+ < . Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ ðåøåíèé 

äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â10. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî log .1

3

2x ≤ −  Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ 

÷èñåë, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äåííîãî íåðàâåíñòâà.

Â11. Óêàæèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà log
0,5

(x2 + x) ≥ –1.

Â12. Óêàæèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 25x + 25 ⋅ 5x – 1250 > 0.

Â13. Óêàæèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà ( )( ) .x x x+ − < −2 5 8

Â14. Óêàæèòå íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà 

( )( )( )
.

x x x x
x x

− + + −
+ −

<3 10 8 9

8 9
0

2

2

Â15. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 
5

1
x

≥ . Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó öåëûõ ðåøåíèé äàííîãî 

íåðàâåíñòâà.

Â16. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (x + 12)(x – 9)2(x – 5)3 ≤ 0.

Â17. Óêàæèòå ÷èñëî öåëûõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà 
( )( )

( ) ( )

x x
x x

− −
− −

>4 1

2 7
0

2
íà ïðîìåæóòêå 

[–20; –10].

Â18. Óêàæèòå íàèìåíüøåå öåëîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì íåðàâåíñòâî 
x2 – (4a + 1)x + (a + 2)(3a – 1) > 0 âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ îòðèöàòåëüíûõ çíà-
÷åíèÿõ x.

Â9

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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2.7. Системы неравенств

Íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îáðàçóþò ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à 
îòûñêàòü âñå òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îäíîâðåìåííî êàæäîìó èç ýòèõ 
íåðàâåíñòâ.

Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðîì êàæäîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ÷èñëîâîå 
íåðàâåíñòâî, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.

Äâå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè èìåþò îáùåå ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì íåðàâåíñòâàì. Ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåì íåðàâåíñòâ îáîçíà÷àåòñÿ òàê 
æå, êàê è ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåì óðàâíåíèé, ò. å. ñ ïîìîùüþ çíàêà ⇔.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâ, îáðàçó-
þùèõ ñèñòåìó, à ðåøåíèåì ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâ, 
îáðàçóþùèõ ñîâîêóïíîñòü.

Åñëè íåðàâåíñòâà f
1
(x) > g

1
(x) è f

2
(x) > g

2
(x) îáðàçóþò ñèñòåìó íåðàâåíñòâà, òî èõ çàïèñûâàþò 

â ñòîëáèê ñ ïîìîùüþ ôèãóðíîé ñêîáêè:

f x g x

f x g x
1 1

2 2

( ) > ( )
( ) > ( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Òàê, íàïðèìåð, çàïèñü
3 5 2

4 5 15

x

x

+ >
− ≤

⎧
⎨
⎩

,
îçíà÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâà 3x + 5 > 2 è 4x − 5 ≤ 15 îáðàçóþò 

ñèñòåìó íåðàâåíñòâ.
Äâîéíîå íåðàâåíñòâî g(x) < f(x) < ϕ(x) ýêâèâàëåíòíî (ðàâíîñèëüíî) ñèñòåìå íåðàâåíñòâ, ò. å. 

g(x) < f(x) < ϕ(x) ⇔
f x g x

f x x

( ) > ( )
( ) < ( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ ϕ
.

x

x
x

+ ≤ −
+ ≥ −

⎧
⎨
⎩

⇔ − ≤ + ≤
1 5

1 7
7 1 5

,
.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ:

1
1

1

1
0

2x

x

≥

+
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

.

Ðåøåíèå.

1
1

1

1
0

2x

x

≥

+
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

;

1
1 0

1

1
0

2x

x

− ≥

+
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

;

1
0

1 0

2

2

− ≥

+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x

x
x

,

;

( )( ) ,

,

;

1 1 0

0

1

− + ≥
≠
> −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x x

x

x

x

x

x

∈ −
≠
> −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

[ ; ],

,

;

1 1

0

1

x

x

∈ −
≠

⎧
⎨
⎩

( ; ],

;

1 1

0
x ∈ − ∪( ; ) ( ; ].1 0 0 1

Îòâåò: (−1; 0) ∪ (0; 1].



2.8. Совокупность неравенств

Íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ, åñëè ñòàâèòñÿ 
çàäà÷à îòûñêàòü âñå òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé, êàæäîå èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå 
îäíîìó èç ýòèõ íåðàâåíñòâ.

Åñëè íåðàâåíñòâà f
1
(x) > g

1
(x) è f

2
(x) > g

2
(x) îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ, òî èõ çàïèñû-

âàþò ëèáî â ñòîëáèê ñ ïîìîùüþ êâàäðàòíîé ñêîáêè, ëèáî â ñòðîêó ñ ïîìîùüþ çíàêà «;», íàïðè-
ìåð:

f x g x

f x g x
f x g x f x g x

1 1

2 2

1 1 2 2

( ) > ( )
( ) > ( )

⎡

⎣
⎢
⎢

⇔ ( ) > ( ) ( ) > ( ); .

Íåñêîëüêî ñèñòåì íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì íåðàâåíñòâ, 
åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòûñêàòü âñå òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé, êàæäîå èç êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ïî 
êðàéíåé ìåðå îäíîé èç ýòèõ ñèñòåì.

Ï ð è ì å ð .  Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 
x

x

2

0 5
2

4

1
0

−
−

<
log ( )

.
,

.

ÎÄÇ:
x

x

2

0 5
2

1 0

1 0

− >

− ≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

log ( ) ;,

x

x

2

2

1

1 1

>

− ≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;

x

x

>

≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

22

,

;

x

x

>

≠ ±

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

2

,

;

x ∈ −∞ − ∪ − − ∪ ∪ + ∞( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ).2 2 1 1 2 2

x

x

2

0 5
2

4

1
0

−
−

<
log ( )

;
,

x

x

x

x

2

0 5
2

2

0 5
2

4 0

1 0

4 0

1 0

− >

− <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− <

− >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢

,

log ( ) ;

,

log ( ) ;

,

,

⎢⎢
⎢
⎢
⎢

x

x

x

x

2

2

2

2

4 0

1 1

4 0

1 1

− >

− >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− <

− <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

,

;

,

;

x

x

x

x

2

2

2

2

4

2

4

2

>

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

<

<

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

,

;

,

;

x

x

2

2

4

2

>

<

⎡

⎣
⎢
⎢

,

;

x

x

>

<

⎡

⎣
⎢
⎢

2

2

,

;
|õ|

x ∈ −∞ − ∪ − ∪ + ∞( ; ) ( ; ) ( ; ).2 2 2 2
Ó÷èòûâàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì:

x ∈ −∞ − ∪ − − ∪ ∪ + ∞( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ).2 2 1 1 2 2

Îòâåò: ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ).−∞ − ∪ − − ∪ ∪ + ∞2 2 1 1 2 2
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 2.7.
«Системы неравенств»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
x
x

−
+

≤2

3
0.  Â îòâåò çàïèøèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå 

äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â2. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 
2 3 1 3 4 1 16

4 2 3 8

( ) ( ) ;

( ) .

x x

x x

− < + +
+ < +

⎧
⎨
⎩

Â îòâåò çàïèøèòå íàè-

ìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â3. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 
x

x

− ≥ −
+ ≤

⎧
⎨
⎩

1 5

1 4

;

.
 Â îòâåò çàïèøèòå íàèáîëüøåå öåëîå 

ðåøåíèå äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â4. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî
x
x

−
+

<1

3
0. Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî öåëûõ ðåøåíèé 

äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â5. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ
x x x x

x x

( ) ( ) ;

, ( , ) .

− − − < −
− − < −

⎧
⎨
⎩

1 10 1 6

3 5 1 5 6 4

2

 Â îòâåò çàïèøèòå 

íàè áîëüøåå öåëîå ðåøåíèå.

Â6. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 
2 3

13 2

11

6

2

3
7

3 20

9

x
x

x
x

x

> − −

+ − < −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

;

( ) .

 Â îòâåò çàïèøèòå íàè-

áîëüøåå öåëîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â7. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 

x x x x

x x

+ − + < − + −

− > + −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

5

2

4

3

3

4

2
2

3
1

5

15

;

.

Â îòâåò çàïèøèòå 

íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå.

Â8. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ
x x

x x

2

2

6 0

2 3 0

+ − <
− + + >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

.
Â îòâåò çàïèøèòå íàèáîëüøåå 

öåëîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8
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Â9. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 
x x

x x

2

2

4 5 0

2 8 0

+ − >
− − <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

.
 Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå 

ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.

Â10. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî |lg x| ≤ 1. Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó íàèáîëüøåãî è íàè-
ìåíüøåãî ðåøåíèé äàííîãî íåðàâåíñòâà.

Â11. Íàéäèòå ñóììó íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî öåëûõ ðåøåíèé ñèñòåìû: 

2 3

2

3 5

3 6
3

4

2

1
2 3

3

4 3

2
2

2

3

x x x x

x x
x

x

− − + − < − +

− − + − < − +

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

;

.

Â12. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà 

log .,0 5 2
1

2− <
x

Â13. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå ðåøåíèå íåðàâåíñòâà − ≤ − ≤− −4 3 5 4
2 2 1x x .

Â14. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ
1 2 1 9

1 1 4

< − <
− ≤ − ≤

⎧
⎨
⎩

x

x

;

.
Â îòâåò çàïèøèòå íàèáîëüøåå öå-

ëîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.

Â15. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 
x

x

2 9

0 2 9 17

≥
< + <

⎧
⎨
⎩

;

.
 Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå 

öåëîå ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.

Â16. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ
1 0

1

2

1

2
0

2− ≥
−
−

+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x

x
x

;

.
Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî íà-

òóðàëüíûõ ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû.

Â17. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ 
0 2 25

4 4

1
0

2

2

< − <
+ +

+
≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

( ) ;

.

x

x x
x

 Â îòâåò çàïèøèòå êîëè÷åñòâî 

öåëûõ ðåøåíèé äàííîé ñèñòåìû.

Â18. Óêàæèòå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì ñèñòåìà íåðà-

âåíñòâ
4 1

5 8

x a

x a

+ ≥
− <

⎧
⎨
⎩

;
íå èìååò ðåøåíèé.

Â9

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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Тренировочные тестовые задания к разделу 2 

«Уравнения и неравенства»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â12 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî 
x x
x
( )

.
−

+
≤2

4
0 Óêàæèòå â îòâåòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøå-

íèå íåðàâåíñòâà.

Â2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé
2 7

3 2

x y

x y

+ =
− = −

⎧
⎨
⎩

,
 è íàéäèòå x

0
+ y

0
, ãäå ïàðà (x

0
; y

0
) — 

ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Â3. Ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé èìååò íåðàâåíñòâî log
3
 (x – 1) ≤ 0?

Â4. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2 5 1000x x⋅ = . (Åñëè óðàâíåíèå èìååò áîëåå îäíîãî êîð-

íÿ, òî çàïèøèòå èõ ñóììó.)

Â5. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ log
log

.2
2

4

3
x

x
=

−

Â6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 3 ⋅ 16x + 2 ⋅ 81x = 5 ⋅ 36x. (Åñëè óðàâíåíèå èìååò áîëåå îä-
íîãî êîðíÿ, òî çàïèøèòå èõ ñóììó.)

Â7. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì öåëîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðàa ñèñòåìà
x y

x y a

+ =

+ − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

7

492 2

,

( )

Â8. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
sin sin

cos
.

x x
x

+ =3
0 Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ýòî óðàâíåíèå 

íà ïðîìåæóòêå [0; 2π]?

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Тренировочные тестовые задания к разделу 2 «Уравнения и неравенства»
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Â9. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî (x – 2)4 – 13(x – 2)2 + 36 ≤ 0 è íàéäèòå ñóììó öåëûõ ðå-
øåíèé.

Â10. Íàéäèòå îòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ |x| + |x – 3| = 11.

Â11. Ðåøèòå óðàâíåíèå x x− + + =1 2 6 6.

Â12. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé 
x y

x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

9

3

,
 è íàéäèòå x

0
+ 2y

0
, ãäå (x

0
; y

0
) — ðåøå-

íèå ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Часть 2

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé Ñ1–Ñ6 òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ïîëíîå îáîñíî-
âàííîå ðåøåíèå è îòâåò.

Ñ1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðà-
âåíñòâà (3x – 9)(x2 – 2x – 8) > 0.

Ñ2. Ðåøèòå óðàâíåíèå (1 – sin x) tg x = 0.

Ñ3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå 
(x – a) log

2
(3x – 7) = 0 èìååò òîëüêî îäèí êîðåíü.

Ñ4. Ðåøèòå óðàâíåíèå sin2 x + a sin2 2x = 0,5.

Ñ5. Ðåøèòå óðàâíåíèå sin4 x + cos3 x = 1.

Ñ6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
x x

a
4

2
4

3+ = − + .

Â9

Â10

Â11

Â12

Тренировочные тестовые задания к разделу 2 «Уравнения и неравенства»
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3.1. Числовые функции и их свойства

Понятие функции
Ïóñòü D(f) è E(f) — ïðîèçâîëüíûå ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà. Ãîâîðÿò, ÷òî íà ìíîæåñòâå D(f) îïðå-

äåëåíà ÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ y = f(x), åñëè êàæäîìó ÷èñëó x ∈ D(f) ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå åäèíñ-
òâåííîå, âïîëíå îïðåäåëåííîå ÷èñëî: y = f(x) ∈ E(f). Ìíîæåñòâî D(f) íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäå-
ëåíèÿ ôóíêöèè, èëè îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé (ñîêðàùåííî ÎÄÇ), 
à E(f) — îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè (E(f) òàêæå íàçûâàþò îáëàñòüþ èçìåíåíèÿ, ìíîæåñòâîì 
çíà÷åíèé), E(f) = {y | y = f(x), x ∈ D(f)}.

Íåðåäêî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè y = f(x) îáîçíà÷àþò òàê: D(y) — îá-
ëàñòü îïðåäåëåíèÿ, E(y) — îáëàñòü çíà ÷åíèé.

Ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(f) íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé, èëè 
àðãóìåíòîì, à âåëè÷èíà y = f(x) — çàâèñèìîé ïåðåìåííîé, èëè ôóíêöèåé.

Êîðîòêî ìîæíî ñêàçàòü: çàâèñèìîñòü ïåðåìåííîé y îò ïåðåìåííîé x íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé, åñëè 
êàæäîìó çíà÷åíèþ x ñîîòâåòñòâóåò åäèí ñòâåííîå çíà÷åíèå y.

Òîò ôàêò, ÷òî çàäàíà ôóíêöèÿ y = f(x), x ∈ D(f) ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f) è îáëàñòüþ çíà÷å-
íèé E(f), èíîãäà çàïèñûâàþò â ñëåäóþùåé ôîðìå:

f: D(f) → E(f), èëè D(f) f⎯ →⎯ E(f), èëè D f⎯ →⎯ E.

Основные способы задания функции
×òîáû çàäàòü ôóíêöèþ, íóæíî óêàçàòü ñïîñîá, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ àð-

ãóìåíòà ìîæíî áûëî áû íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè. Ñóùåñòâóåò ÷åòûðå îñíîâíûõ 
ñïîñîáà çàäàíèÿ  ôóíêöèè: 1) àíàëèòè÷åñêèé; 2) ãðàôè÷åñêèé; 3) òàáëè÷íûé; 4) ñëîâåñíîãî îïèñà-
íèÿ.

1. Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ñïîñîáå ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ 
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû y = f(x), ãäå f(x) — íåêîòîðîå âûðàæåíèå ñ ïåðåìåííîé x.

Íàïðèìåð: y = x2, y x= , y
x

= 1 , y
x x

x x
= ≤

+ >
⎧
⎨
⎩

2 0

1 0

5,

,
.

2. Ïðè ãðàôè÷åñêîì ñïîñîáå çàäàíèÿ èçîáðàæàþò ãðàôèê ôóíêöèè y = (x) â ñèñòåìå êîîðäèíàò 
xOy.

Ãðàôèêîì ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ èçîáðàæåíèå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâà óïîðÿäî-
÷åííûõ ïàð {(x; y) | y = (x), x ∈ D(f)}. Êàæäîé óïîðÿäî÷åííîé ïàðå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë (x; y)

Раздел 3. Функции
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y

y
A

xx
A

0

A (x
A
; y

A
)

ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó íà ïëîñêîñòè. Äëÿ ýòîãî íà ïëîñêîñòè èçîáðàæàþò ïðÿìî-
óãîëüíóþ (äåêàðòîâó) ñèñòåìó êîîðäèíàò xOy. Ïðÿìûå Ox è Oy âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, O — 
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ. Ox — îñü àáñöèññ, Oy — îñü îðäèíàò, O — íà÷àëî êîîðäèíàò. 
Íà êàæäîé èç îñåé Ox è Oy âûáèðàþò ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå îòñ÷åòà (íà îñè Ox — ñëåâà 
íàïðàâî, íà îñè Oy — ñíèçó ââåðõ). Âûáèðàþò òàêæå åäèíèöó èçìåðåíèÿ (ìàñøòàá). Êàæäàÿ òî÷-
êà A (xAx ; yAy ) íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè èìååò äâå êîîðäèíàòû: xAx  — àáñöèññó, yAy — îðäèíàòó. 
Çàïèñûâàåòñÿ ýòî òàê: A (xAx ; yAy ).

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèêîì ôóíêöèè y = (x) ÿâëÿåòñÿ ìíîæå ñòâî òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè 
xOy, àáñöèññû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè àðãóìåíòà x, à îðäèíàòû — ñîîòâåòñòâóþùèìè 
çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè y. Äëÿ òîãî ÷òîáû ìíîæåñòâî òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ÿâëÿëîñü ãðà-
ôèêîì íåêîòîðîé ôóíêöèè, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè Oy, 
ïåðåñåêàëàñü ñ ýòèì ãðàôèêîì íå áîëåå, ÷åì â îäíîé òî÷êå.

Ãðàôè÷åñêèé ñïîñîá óäîáåí òîãäà, êîãäà çàäàòü ôóíêöèþ àíàëèòè÷åñêè äîâîëüíî òðóäíî.
3. Òàáëè÷íûé ñïîñîá çàäàíèÿ ôóíêöèè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ýëåìåíòàìè 

ìíîæåñòâ D(f) è E(f) çàäàåòñÿ â ôîðìå òàáëèöû.
Ïðè ýòîì ñïîñîáå ïðèâîäèòñÿ òàáëèöà, óêàçûâàþùàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y

1
, y

2
, …, yn – 1

, yn

äëÿ èìåþùèõñÿ â òàáëèöå çíà÷åíèé àðãóìåíòà x
1
, x

2
, …, xn – 1

, xn.

x x
1

x
2

… xn – 1
xn

y y
1

y
2

… yn – 1
yn

Ïðèìåðàìè òàáëè÷íîãî ñïîñîáà çàäàíèÿ ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, òàáëèöû êâàäðàòîâ, 
êâàäðàòíûõ êîðíåé, êóáîâ, ëîãàðèôìîâ è äð.

4. Ïðè ñëîâåñíîì ñïîñîáå çàäàíèÿ ôóíêöèè çàêîí, ñîãëàñíî êîòîðîìó çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñî-
îòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëîâåñíî. Òàê, íàïðèìåð, ðàçìåð ïîäîõîäíîãî 
íàëîãà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé çàðàáîòíîé ïëàòû íàëîãîïëàòåëüùèêà.

3.1.1. Область определения функции

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, êîòîðàÿ çàäàíà ôîðìóëîé y = f(ff x), íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé õ, ïðè êîòîðûõ ôîðìóëà èìååò ñìûñë (âñå äåéñòâèÿ, óêàçàííûå ôîðìóëîé, âûïîëíèìû).

Íàïðèìåð, îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y
x

=
−
1

1
åñòü ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-

ñåë, êðîìå õ = 1.

 Область определения тригонометрической функции
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé y = sin x, y = cos x åñòü ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: 

x ∈ R.

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = tg x åñòü ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êðîìå 

x n n= + ∈π π
2

, .Ζ

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = ctg x åñòü ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êðîìå 
x = πn, n ∈ Z.
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Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé y = arcsin x, y = arccos x åñòü ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê [−1; 1], 
ò. å. x ∈ [−1; 1].

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé y = arctg x è y = arcctg x åñòü ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ 
÷èñåë, ò. å. x ∈ R.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: y
x

=
+

1

1sin
.

Ðåøåíèå. sin x + 1 ≠ 0, òîãäà sin x ≠ −1, ò. å. x n n≠ − + ∈π π
2

2 , .Ζ

Îòâåò: x n n≠ − + ∈π π
2

2 , .Ζ

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: y
x x

= +1 1

sin cos
.

Ðåøåíèå.

sin ,

cos ;

x

x

≠
≠

⎧
⎨
⎩

0

0

x n n

x k k

≠ ∈

≠ + ∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

π
π π

, ,

, ;

Ζ

Ζ
2

x
m

m≠ ∈π
2

, .Ζ

Îòâåò: x
m

m≠ ∈π
2

, .Ζ

Область определения показательной функции
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = ax åñòü ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: y
x

x
= +

−
2 1

2 1
.

Ðåøåíèå. 2x − 1 ≠ 0, òîãäà 2x ≠ 1, x ≠ 0.
Îòâåò: õ ≠ 0.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: y
e ex x

=
−

+
−−

1

1

1

1
.

Ðåøåíèå.
e

e

x

x

− ≠

− ≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
−

1 0

1 0

,

;

e

e

x

x

≠

≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
−

1

1

,

;

x

x

≠
≠

⎧
⎨
⎩

0

0

,

;
õ ≠ 0.

Îòâåò: (−∞; 0) ∪ (0; + ∞).

Область определения логарифмической функции
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = loga x, ãäå a > 0, a ≠ 1, åñòü ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ 

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò. å. x ∈ (0; +∞).

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: y x
x

= +ln
ln

.
1

Ðåøåíèå.
x

x

>
≠

⎧
⎨
⎩

0

0

,

ln ;

x

x

>
≠

⎧
⎨
⎩

0

1

,

.

x0 1
x ∈ (0; 1) ∪ (1; +∞).

Îòâåò: (0; 1) ∪ (1; +∞).

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: y
x

x
=

log

lg
.3
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Ðåøåíèå.
x

x

>
≠

⎧
⎨
⎩

0

0

,

lg ;

x

x

>
≠

⎧
⎨
⎩

0

1

,

. x0 1

x ∈ (0; 1) ∪ (1; +∞).
Îòâåò: (0; 1) ∪ (1; +∞).

Область определения корня четной степени
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y xn= +2 1 , ãäå n ∈ N, åñòü ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ 

÷èñåë, ò. å. x ∈ R.
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y xn= 2 , ãäå n ∈ N, åñòü ìíîæåñòâî âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ 

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ò. å. x ∈ [0; +∞).

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: y x
x

= − 1
3

.

Ðåøåíèå.
x

x

≥

≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

03

,

;

x

x

≥
≠

⎧
⎨
⎩

0

0

,

;
x > 0.

Îòâåò: (0; +∞).

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: y x x= + −4 6 .

Ðåøåíèå.
x

x

≥
− ≥

⎧
⎨
⎩

0

0

,

;

x

x

≥
≤

⎧
⎨
⎩

0

0

,

;
õ = 0.

Îòâåò: {0}.

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: y
x

x=
−

+1
.

Ðåøåíèå.
− >

≥
⎧
⎨
⎩

x

x

0

0

,

;

x

x

<
≥

⎧
⎨
⎩

0

0

,

.
 Ôóíêöèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Îòâåò: ôóíêöèÿ íå ñóùåñòâóåò (íå îïðåäåëåíà).

3.1.2. Множество значений функции

Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé (îáëàñòüþ çíà÷åíèé) ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÷èñåë, ñîñòîÿùåå 
èç âñåõ çíà÷åíèé ôóíêöèè. ×òîáû íàéòè îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè y = f(ff x), íåîáõîäèìî íàéòè 
âñå çíà÷åíèÿ à, ïðè êîòîðûõ f(ff x) = a èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Множество значений тригонометрической функции
Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèé y = sin x, y = cos x ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê [−1; 1], ò. å. 

y ∈ [−1; 1].
Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèé y = tg x, y = ctg x ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ 

÷èñåë, ò. å. y ∈ R.
Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè y = arcsin x ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê −⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

π π
2 2

; , ò. å. 

y ∈ −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

; .

Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè y = arccos x ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê [0; π], ò. å. y ∈ [0; π].

Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè y = arctg x ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π
2 2

; , ò. å. 

y ∈ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π
2 2

; .
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Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè y = arcctg x ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîâîé ïðîìåæóòîê (0; π), ò. å. y ∈ (0; π).

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè:

à) y = 5 sin x + 1; á) y = 3 − cos2 x; â) y
x

=
+

1

2 cos
.

Ðåøåíèå. à) −1 ≤ sin x ≤ 1; − 5 ≤ 5 sin x ≤ 5; −5 + 1 ≤ 5 sin x + 1 ≤ 5 + 1; èëè −4 ≤ y ≤ 6;
á) −1 ≤ cos x ≤ 1; 0 ≤ cos2 x ≤ 1; 0 ≥ −cos2 x ≥ −1;
 èëè −1 ≤ −cos2 x ≤ 0; 3 − 1 ≤ 3 − cos2 x ≤ 3 + 0;
 èëè 2 ≤ 3 − cos2 x ≤ 3; 2 ≤ y ≤ 3;
â) −1 ≤ cos x ≤ 1; 2 − 1 ≤ 2 + cos x ≤ 2 + 1; 1 ≤ 2 + cos x ≤ 3;

 òîãäà
1

1

1

2

1

3
≥

+
≥

cosx
 èëè 

1

3

1

2
1≤

+
≤

cos
,

x
 ò. å.

1

3
1≤ ≤y .

Îòâåò: à) [−4; 6]; á) [2; 3]; â) 
1

3
1; .

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

 Множество значений показательной функции
Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè y = ax, ãäå a > 0, a ≠ 1, ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê 

(0; +∞).

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: y = 3x+1 − 2.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 3x ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê (0; +∞), òîãäà 

îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè y = 3 ⋅ 3x òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê (0; +∞), à ôóíêöèÿ y = 3x+1 − 2
èìååò îáëàñòüþ çíà÷åíèé ïðîìåæóòîê (−2; +∞).

Îòâåò: (−2; +∞).

 Множество значений логарифмической функции
Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè y = loga x, ãäå a > 0, a ≠ 1, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñ-

òâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: à) y x= log ;
2

 á) y x= − −log .
2

1
Ðåøåíèå.
à) Îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè y x= log

2
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (−∞; +∞).

á) Ïîñêîëüêó îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè y x= log
2

ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê (−∞; +∞), òî îá-
ëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè y x= − log

2
 ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê (−∞; +∞), à îáëàñòüþ çíà÷åíèé 

ôóíêöèè y x= − −log
2

1 ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê (−∞; +∞).

Îòâåò: à) (−∞; +∞); á) (−∞; +∞).

 Множество значений рациональной функции
Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: y = x2 − 4.
Ðåøåíèå. Ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå x2 − 4 = a. Îíî ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ x2 = a + 4, êîòîðîå èìååò 

ðåøåíèå, åñëè a + 4 ≥ 0, ò. å. ïðè à ≥ −4. Âñå ýòè ÷èñëà è ñîñòàâëÿþò îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê [–4; +∞).
Îòâåò: [–4; +∞).

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè: y
x
x

= +
−

3

3
.

Ðåøåíèå. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå
x
x

a
+
−

=3

3
. Îíî ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ x + 3 = a(x − 3) ïðè õ ≠ 3 

èëè x − ax = −3 − 3a, èëè x(1 − a) = −3(1 + a), êîòîðîå èìååò ðåøåíèå x
a

a
= − +

−
3 1

1

( )
, åñëè à ≠ 1.
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Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (−∞; 1) ∪ (1; +∞).
Îòâåò: (−∞; 1) ∪ (1; +∞).

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè y
ax b
cx d

= +
+

(ad ≠ bc) ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî 

−∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∪ + ∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; ; .
a
c

a
c

Множество значений корня
Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè y xn= 2 , n ∈ N ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñåë.

Ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé ôóíêöèè y xn= +2 1 , n ∈ N ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé:

à) y x= +2 4; á) y x= − +2 2.
Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó 0 ≤ x2 ≤ +∞, òî 4 ≤ x2 + 4 ≤ +∞, òîãäà 2 42≤ + ≤ +∞x . Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ 

çíà÷åíèé ôóíêöèè y x= +2 4 ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî [2; +∞).

á) Ïîñêîëüêó 0 ≤ x − 2 ≤ +∞. òî 0 2≤ − ≤ +∞x ,  òîãäà 0 2 2+ ≤ − ≤ +∞x , ò. å. 2 ≤ ó ≤ +∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, îáëàñòüþ çíà÷åíèé äàííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê [2; +∞).
Îòâåò: à) [2; +∞); á) [2; +∞).

Множество значений степенной функции

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè:
à) y = x2 − 4x + 5; á) y = (x − 4)6 − 4.
Ðåøåíèå.
à) y = x2 − 4x + 5 = (x2 − 4x + 4) + 1 = (x − 2)2 + 1.
 Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y = (x − 2)2 èìååò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé [0; +∞), òî ôóíêöèÿ y = (x − 2)2 + 1

èìååò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé [1; +∞).
á) Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y = (x − 4)6 èìååò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé [0; +∞), òî ôóíêöèÿ y = (x − 4)5 − 4 

èìååò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé [−4; +∞).
Îòâåò: à) [1; +∞); á) [−4; +∞).

3.1.3. Непрерывность функции

Ôóíêöèÿ y = f(ff x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå õ == à, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ôóíêöèè 
â ýòîé òî÷êå è îí ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, ò. å. lim ( ) ( )

x a
f x f a

→
= .

y

0
2 4 x

–2–4

2

–2

y = f(x)
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Ôóíêöèÿ y = f(x) â òî÷êå õ = à íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â òî÷êå õ = à, ò. å. ñóùåñòâóåò f(a);
2) ñóùåñòâóåò lim ( );

x a
f x

→

3) ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå à ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, ò. å. lim ( ) ( ).
x a

f x f a
→

=

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå õ = à, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 
ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî δ > 0, ÷òî äëÿ âñåõ õ, òàêèõ, ÷òî |x − a| < δ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 
|f(x) − f(a)| < ε. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè àðãóìåíòà çíà÷åíèå ôóíêöèè 
òàêæå èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà, òî åå íàçûâàþò íå-
ïðåðûâíîé íà äàííîì ïðîìåæóòêå. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Åñëè f(x) è g(x) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè â òî÷êå õ = à, òî â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíû ôóíêöèè 

f(x) ± g(x), f(x) ⋅ g(x), 
f x
g x
( )

( )
, åñëè g(x) ≠ 0.

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî óòâåðæäàòü:
à) ìíîãî÷ëåí y = a

0
+ a

1
x + a

2
x2 + … + anx

n — íåïðåðûâíàÿ  ôóíêöèÿ â ëþáîé òî÷êå;

á) äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ y
a a x a x

b b x b x
n

n

m
m

=
+ + +
+ + +

0 1

0 1

...

...
 íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå ÷èñëîâîé îñè, 

êðîìå òåõ òî÷åê, â êîòîðûõ çíàìåíàòåëü ðàâåí íóëþ;

â) ôóíêöèè y = sin x, y = cos x, y = tg x, y = ctg x, y = ax, y = loga x, y xn= , y = arcsin x, 
y = arccos x, y = arctg x, y = arcctg x, y = |x| íåïðåðûâíû âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ.

Ï ð è ì å ð .  Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ: y
x

x
=

−
cos

.
2 1

Ðåøåíèå. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò âñþäó, êðîìå õ = ±1. Ôóíêöèè y = cos x, y = x2 − 1 íå-
ïðåðûâíû â êàæäîé òî÷êå ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ôóíêöèÿ y = x2 − 1 âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ, êðîìå 
õ = ±1. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå î íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîãî äàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷-
êå ÷èñëîâîé ïðÿìîé, êðîìå òî÷åê õ = ±1, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå (−∞; −1) ∪
∪ (−1; 1) ∪ (1; +∞).

Îòâåò: ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, åñëè õ ∈ (−∞; −1) ∪ (−1; 1) ∪ (1; +∞).

3.1.4. Периодичность функции

Ôóíêöèÿ y = f(ff x) íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî T ≠ 0, ÷òî ïðè ëþ-
áîì x èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ÷èñëà (x − T) è (x + T) òàêæå ïðèíàäëåæàò ýòîé îáëàñòè 
è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(ff x + T) = f(ff x − T) = f(ff x). ×èñëî T â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì
ôóíêöèè f(ff x).

Âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ, òàê êàê åñëè T — ïå-
ðèîä ôóíêöèè y = f(x), òî è ÷èñëî âèäà kT — ïåðèîä ôóíêöèè (k ∈ Z \{0}). Íà ïðàêòèêå, ãîâîðÿ 
î ïåðèîäå, íåðåäêî èìåþò â âèäó íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä (åñëè òàêîâîé ñóùåñòâóåò). 

Периодичность синуса
Ïåðèîä ôóíêöèè y = sin x ðàâåí 2π, à ïåðèîä ôóíêöèè y = A sin (kx + b), ãäå k ≠ 0, ðàâåí 

T
k

= 2π
.
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Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à) sin 390°; á) sin .
9

4

π

Ðåøåíèå.

à) sin sin( ) sin ;390 360 30 30
1

2
° = ° + ° = ° =

sin sin sin .
9

4
2

4 4

2

2

π π π π= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =

Îòâåò: à)
1

2
; á)

2

2
.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè:

à) y
x= +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+sin ;
2

2 3  á) y = sin (3x − 1) − 1.

Ðåøåíèå.

à) T = = ⋅ =2
1

2

2 2 4
π π π;

á) T = 2

3

π
.

Îòâåò: à) 4π; á) 
2

3

π
.

Периодичность косинуса

Ïåðèîä ôóíêöèè y = cos x ðàâåí 2π, à ïåðèîä ôóíêöèè y = A cos (kx + b), ãäå k ≠ 0, ðàâåí 

T
k

= 2π
.

Ï ð è ì å ð 1. Âû÷èñëèòå:

à) cos 405°; á) cos .
13

6

π

Ðåøåíèå.

à) cos cos( ) cos ;405 360 45 45
2

2
° = ° + ° = ° =

á) cos cos cos .
13

6
2

6 6

3

2

π π π π= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =

Îòâåò: à)
2

2
; á) 

3

2
.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè:

à) y
x= cos ;
3

á) y = 3 cos 2x.

Ðåøåíèå.

à) T = = ⋅ =2
1

3
2 3 6π π π: ;

á) T = =2

2

π π.

Îòâåò: à) 6π; á) π.
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Периодичность тангенса

Ïåðèîä ôóíêöèè y = tg x ðàâåí π, à ïåðèîä ôóíêöèè y = A tg (kx + b), k ≠ 0 ðàâåí T
k

= π
.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à) tg 405°; á) tg
4

3

π
.

Ðåøåíèå.
à) tg 405° = tg (360° + 45°) = tg 45° = 1;

á) tg tg tg
4

3 3 3
3

π π π π= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = .

Îòâåò: à) 1; á) 3.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè:

à) y
x= tg
π

;  á) y = tg 8x.

Ðåøåíèå.

à) T = = ⋅ =π
π

π π π: ;
1 2

á) T = =π π
: .8

8

Îòâåò: à) π2; á) 
π
8

.

Периодичность котангенса

Ïåðèîä ôóíêöèè y = ctg x ðàâåí π, à ïåðèîä ôóíêöèè y = A ctg (kx + b), ãäå k ≠ 0, ðàâåí

T
k

= π
.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à) ctg 405°; á) ctg
4

3

π
.

Ðåøåíèå.
à) ctg 405° = ctg (360° + 45°) = ctg 45° = 1;

á) ctg ctg ctg
4

3 3 3

1

3

π π π π= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = .

Îòâåò: à) 1; á)
1

3
.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä ôóíêöèè:

à) y = ctg πx; á) y
x= ctg
6

.

Ðåøåíèå.

à) T = =π
π

1;

á) T = =π π: .
1

6
6

Îòâåò: à) 1; á) 6π.
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3.1.5. Четность (нечетность) функции

Ôóíêöèÿ y = f(ff x) íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x è (−−x) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(ff −−x) == f(ff x).

Ôóíêöèÿ y = f(ff x) íàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x è (−−x) èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóí-
êöèè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(ff −−x) == −−ff(ff x). 

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) òàêîâà, ÷òî õîòÿ áû äëÿ îäíîé ïàðû çíà÷åíèé x è (−x) îêàçàëîñü, ÷òî 
f(−x) ≠ −f(x), è õîòÿ áû äëÿ îäíîé ïàðû çíà÷åíèé x è (−x) îêàçàëîñü, ÷òî f(−x) ≠ f(x), òî ôóíêöèÿ 
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îáùåãî âèäà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ôóíêöèé ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(f) êàê ÷åò-
íîé, òàê è íå÷åòíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, ò. å. åñëè x ∈ D(f) ⇒
⇒ (−x) ∈ D(f).

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, òî åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. 
Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, òî åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîð-
äèíàò.

Ï ð è ì å ð .  Èññëåäóéòå ôóíêöèè íà ÷åòíîñòü (íå÷åòíîñòü):
à) y = sin x + x;
á) y = x2 cos x;
â) y = tg x + x2.
Ðåøåíèå.
à) Ïîñêîëüêó y(−x) = sin (−x) − x = −sin x − x = −(sin x + x) = −y(x), òî y = sin x + x — íå÷åòíàÿ 

ôóíêöèÿ.
á) Ïîñêîëüêó y(−x) = (−x)2 cos (−x) = x2 cos x = y(x) òî y = x2cos x — ÷åòíàÿ ôóíêöèÿ.
â) Ïîñêîëüêó y(−x) = tg(−x) + (−x)2 = –tg x + x2 ≠ y(x) è y(−x) ≠ −y(x), òî ôóíêöèÿ y = tg x + x2 — 

ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà (íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ).

3.1.6. Возрастание (убывание) функции

Ôóíêöèÿ y = f(ff x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà äàííîì ÷èñëîâîì ïðî-
ìåæóòêå X, åñëè áîëüøåìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå 
çíà÷åíèå ôóíêöèè f(ff x), ò. å. äëÿ ëþáûõ x

1
, x

2
∈∈ X èç x

2
>> x

1
⇒⇒ f(ff x

2
) >> f(ff x

1
).

y

0 x

y = f(x)

x
1 x

2

f(x
1
)

f(x
2
)

Ôóíêöèÿ y = f(ff x) íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà äàííîì ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå 
X, åñëè áîëüøåìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåå çíà÷åíèå 
ôóíêöèè f(ff x), ò. å. äëÿ ëþáûõ x

1
, x

2
∈∈ X èç x

2
>> x

1
⇒⇒ f(ff x

2
) << f(ff x

1
).

y

0 x

y

x
1 x

2

f(x
1
)

f(x
2
)

Ôóíêöèÿ, òîëüêî âîçðàñòàþùàÿ èëè òîëüêî óáûâàþùàÿ íà äàííîì ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå, íà-
çûâàåòñÿ ìîíîòîííîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

y

0 x

Ôóíêöèÿ y = x2 íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, åñëè 
ïðè x ∈ (−∞; 0] îíà ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé, à ïðè x ∈ [0; +∞) ÿâëÿåòñÿ âîçðàñ-
òàþùåé.
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 Возрастание (убывание) тригонометрической функции
Ôóíêöèÿ y = sin x íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, îäíàêî âíóòðè êàæäî-

ãî èç èíòåðâàëîâ − + ≤ ≤ +π π π π
2

2
2

2k x k îíà ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, à âíóòðè êàæäîãî èç èíòåðâà-

ëîâ π π π π
2

2 3
2

2+ ≤ ≤ +k x k , k ∈ Z — óáûâàþùåé.

Ôóíêöèÿ y = cos x âíóòðè êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ −π + + 2πk ≤ x ≤ 2πk ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé, 
à âíóòðè êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ 2πk ≤ x ≤ π + 2πk, ãäå k ∈ Z, — óáûâàþùåé.

Ôóíêöèÿ y = tg x âíóòðè êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ − + < < +π π π π
2 2

k x k, ãäå k ∈ Z, ÿâëÿåòñÿ âîç-
ðàñòàþùåé.

Ôóíêöèÿ y = ctg x âíóòðè êàæäîãî èç èíòåðâàëîâ πk < x < π + πk, ãäå k ∈ Z, ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé.

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè: y = sin 2x.
Ðåøåíèå. Ïóñòü 2x = t, òîãäà y = sin t, è, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè y = sin t, èìååì:
à) Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò âíóòðè êàæäîãî èíòåðâàëà: 

− + ≤ ≤ +π π π π
2

2
2

2k t k, ãäå k ∈ Z, òîãäà

− +π π
2

2 k ≤ ≤ +π π2
2

2x k, − + ≤ ≤ +π π π π
4 4

k x k, ãäå k ∈ Z.

á) Ôóíêöèÿ óáûâàåò âíóòðè êàæäîãî èíòåðâàëà:
π π π π
2

2
3

2
2+ ≤ ≤ +k t k, ãäå k ∈ Z, òîãäà

π π
2

2+ k
π π2

3

2
2≤ ≤ +x k,

π π π π
4

3

4
+ ≤ ≤ +k x k, ãäå k ∈ Z.

Îòâåò: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ − + +⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

∈π π π π
4 4

k k k; , ;Ζ ôóíêöèÿ óáû-

âàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ
π π π π
4

3

4
+ +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

∈k k k; , .Ζ

 Возрастание (убывание) показательной функции
Ôóíêöèÿ y = ax, ãäå a > 1 ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Ôóíêöèÿ y = ax, 0 < a < 1 ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Ï ð è ì å ð  1. Ñðåäè ôóíêöèé y = πx, y = π–x, y x= ( ) ,2 y

x

=
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
2

2
 óêàæèòå:

à) âîçðàñòàþùèå; á) óáûâàþùèå.
Ðåøåíèå.
à) ôóíêöèè y = πx, y x= ( )2 âîçðàñòàþò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé (ïîñêîëüêó π > 1, 2 1> ).

á) Ôóíêöèè y x
x

= = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−π
π
1

, y

x x

=
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

2

2

1

2
 — óáûâàþò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé (ïîñêîëüêó 

0
1

1< <
π

, 0
1

2
1< <

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè: y = 2|x|.
Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — R.

Åñëè õ ≤ 0, òî |x| = −x è y x
x

= = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−2
1

2
— óáûâàåò.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ y = 2|x| óáûâàåò, åñëè x ∈ (−∞; 0].
Åñëè õ ≥ 0, òî |x| = x è y = 2x — âîçðàñòàåò.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ y = 2|x| âîçðàñòàåò, åñëè x ∈ [0; +∞).
Îòâåò: óáûâàåò, åñëè x ∈ (−∞; 0]; âîçðàñòàåò, åñëè x ∈ [0; +∞).
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 Возрастание (убывание) логарифмической функции
Ôóíêöèÿ y = loga x, ãäå a > 1, ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x > 0.
Ôóíêöèÿ y = loga x, ãäå 0 < a < 1, ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ x > 0.

Ï ð è ì å ð .  Ñðåäè ôóíêöèé y = logπ x, y x= log ,1

π

y x= log ,
2

y x= log 1

2

óêàæèòå:

à) âîçðàñòàþùèå;
á) óáûâàþùèå.
Ðåøåíèå.

à) Ôóíêöèè y = logπ x, y x= log
2

âîçðàñòàþò ïðè x > 0 (ïîñêîëüêó π > 1 è 2 1> ).

á) Ôóíêöèè y x= log ,1

π

y x= log 1

2

x > 0 (ïîñêîëüêó 0
1

1< <
π

, 0
1

2
1< <

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè: y = |lg x|.
Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè x > 0.
Åñëè 0 < x ≤ 1, òî |lg x| = −lg x. Òàê êàê lg x âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå (0; 1), òî −lg x óáûâàåò 

íà ýòîì ïðîìåæóòêå, ñëåäîâàòåëüíî y = |lg x| óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå (0; 1].
Åñëè õ ≥ 1, òî |lg x| = lg x. Òàê êàê lg x âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [1; +∞), òî è ôóíêöèÿ y = |lg x| 

âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [1; +∞).
Îòâåò: óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå (0; 1], âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå [1; +∞).

3.1.7. Экстремумы функции

Òî÷êà x = x
0

— òî÷êà ìàêñèìóìà, åñëè ó ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñ-
òíîñòü, äëÿ âñåõ òî÷åê êîòîðîé (êðîìå ñàìîé òî÷êè x

0
) âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî:

f(x
0
) > f(x).

x

x
0

0

y

f(x
0
) < f(x)

Òî÷êà x = x
0
 — òî÷êà ìèíèìóìà, åñëè ó ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðå ñòíîñòü, 

äëÿ âñåõ òî÷åê êîòîðîé (êðîìå ñàìîé òî÷êè x
0
), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

f(x
0
) < f(x).

Òî÷êè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ôóíêöèè îáúåäèíÿþò îáùèì òåðìèíîì — òî÷êè ýêñòðåìóìà (îò 
ëàòèíñêîãî ñëîâà extremun — «êðàéíèé»).

x
0
 — òî÷êà

ìàêñèìóìà
x

0
 — òî÷êà

ìèíèìóìà
òî÷êè
ýêñòðåìóìà

f(x
0
) — ìàêñèìóì 
ôóíêöèè

f(x
0
) — ìèíèìóì 
ôóíêöèè

ýêñòðåìóìû 
ôóíêöèè

 f(x
0
) > f(x)

xx
0

0

y
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Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå (x
0

− δ; x
0
] è óáûâàåò (âîç-

ðàñòàåò) íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [x
0
; x

0
+ δ), òî òî÷êà õ

0
 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) 

ôóíêöèè f(x).

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå òî÷êè ýêñòðåìóìîâ è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè: y = x4 – 2x2.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−∞; −1] è [0; 1].
Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ [−1; 0] è [1; +∞).
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè õ = −1, õ = 1 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà, à òî÷êà õ = 0 — òî÷êîé ìàê-

ñèìóìà. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû –1; 1 è 0.
Îòâåò: òî÷êè ìàêñèìóìà õ = −1, õ = 1; ìàêñèìóìû –1; 1 òî÷êà ìèíèìóìà õ = 0, ìèíèìóì 0.

3.1.8.  Наибольшее (наименьшее) значение функции

×òîáû íàéòè íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [ab] ôóíêöèè 
y == f(ff x), èìåþùåé êîíå÷íîå ÷èñëî ìàêñèìóìîâ (ìèíèìóìîâ), íóæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíê-
öèè â êàæäîé òî÷êå ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) è íà êîíöàõ îòðåçêà è èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë âûáðàòü 
íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå).

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a; b] ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç max ( ),
[ ; ]x a b

f x
∈

 à íàè-

ìåíüøåå — ÷åðåç min ( ).
[ ; ]x a b

f x
∈

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè:
à) f(x) = x2 − 4x + 6, åñëè x ∈ [0; 3];
á) f(x) = 2x − x2 + 2, åñëè x ∈ [0; 3].
Ðåøåíèå.

à) Ôóíêöèÿ f(x) = x2 − 4x + 6 èìååò òî÷êó ìèíèìóìà x0
4

2
2= = . Ïîñêîëüêó f(2) = 22 − 2 ⋅ 4 + 6 = 2, f(0) =

= 02 − 4 ⋅ 0 + 6 = 6, f(3) = 32 − 4 ⋅ 3 + 6 = 15 − 12 = 3, òî

max ( ) ( ) ,
[ ; ]x

f x f
∈

= =
0 3

0 6 min ( ) ( ) .
[ ; ]x

f x f
∈

= =
0 3

2 2

á) Ôóíêöèÿ f(x) = 2x − x2 + 2 èìååò òî÷êó ìàêñèìóìà x0
2

2
1= −

−
= . Ïîñêîëüêó f(1) = 2 ⋅ 1 − 12 = 3, 

f(0) = 2 ⋅ 0 – 02 + 2 = 2, f(3) = 2 ⋅ 3 − 32 + 2 = 8 − 9 = −1, òî

max ( ) ( ) ,
[ ; ]x

f x f
∈

= =
0 3

1 3 min ( ) ( ) .
[ ; ]x

f x f
∈

= = −
0 3

3 1

 Наибольшее (наименьшее) значение тригонометрической функции

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = sin x ðàâíî 1 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ x n n= + ∈π π
2

2 , .Ζ

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = sin x ðàâíî −1 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ x n n= − + ∈π π
2

2 , .Ζ

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = cos x ðàâíî 1 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ x = 2πn, n ∈ Z.
Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = cos x ðàâíî −1 è äîñòèãàåòñÿ â òî÷êàõ x = π + 2πn, n ∈ Z.
Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé y = tg x è y = ctg x â îáëàñòè èõ îïðåäåëåíèÿ íå 

ñóùåñòâóþò.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè: y
x

=
−

1

3 sin
.

Ðåøåíèå. −1 ≤ sin x ≤ 1. 1 ≥ −sin x ≥ −1 èëè −1 ≤ −sin x ≤ 1;
3 − 1 ≤ 3 − sin x ≤ 3 + 1 èëè 2 ≤ 3 − sin x ≤ 4, òîãäà
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1

2

1

3

1

4
≥

−
≥

sin x
èëè 

1

4

1

3

1

2
≤

−
≤

sin
.

x

Ñëåäîâàòåëüíî, max ,
x

y
∈

=
R

1

2
min .
x

y
∈

=
R

1

4

Îòâåò: max ,
x

y
∈

=
R

1

2
min .
x

y
∈

=
R

1

4

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè: y = 3 cos 3x + 4 sin 3x.
Ðåøåíèå. y x x= + =3 3 4 3cos sin

x x= + ⋅
+

+
+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =3 4

3

3 4
3

4

3 4
32 2

2 2 2 2
cos sin

= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + = −5
3

5
3

4

5
3 5 3 3 5 3cos sin (cos cos sin sin ) cos( ).x x x x xα α α

max ;
x

y
∈

=
R

5 min .
x

y
∈

= −
R

5

 Наибольшее (наименьшее) значение показательной функции
Ôóíêöèÿ y = ax, ãäå a > 0, íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íå 

èìååò.

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè:
à) y = 2x íà ïðîìåæóòêå [−1; 2];
á) y = 2–x íà ïðîìåæóòêå [−1; 2].
Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y = 2x íåïðåðûâíàÿ, íå èìååò òî÷åê ýêñòðåìóìîâ è y( ) ,− = =−1 2
1

2
1

y(2) = 22 = 4, òî max ( ) ;
[ ; ]x

y y
∈ −

= =
1 2

2 4 min ( ) .
[ ; ]x

y y
∈ −

= − =
1 2

1
1

2
á) Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y = 2–x íåïðåðûâíàÿ, íå èìååò òî÷åê ýêñòðåìóìîâ è y(−1) = 2–(–1) = 2, 

y( ) ,2 2
1

4
2= =− òî max ( ) ;

[ ; ]x
y y

∈ −
= − =

1 2
1 2 min ( ) .

[ ; ]x
y y

∈ −
= =

1 2
2

1

4

Îòâåò: à) max ( ) ,
[ ; ]x

y y
∈ −

= =
1 2

2 4 min ( ) ;
[ ; ]x

y y
∈ −

= − =
1 2

1
1

2

 á) max ( ) ,
[ ; ]x

y y
∈ −

= − =
1 2

1 2 min ( ) .
[ ; ]x

y y
∈ −

= =
1 2

2
1

4

 Наибольшее (наименьшее) значение логарифмической функции
Ôóíêöèÿ y = loga x, ãäå a > 0; à ≠ 1, íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé íà îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ íå èìååò.

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè:
à) f(x) = lg x, ãäå x ∈ [0,001; 10];
á) f x x( ) log ,= 1

2

ãäå x ∈ [0,25; 16].

Ðåøåíèå.
à) Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x) = lg x íåïðåðûâíàÿ è íå èìååò òî÷åê ýêñòðåìóìîâ ïðè x > 0 è f(0,001) =

= lg 0,001 = −3, f(10) = lg 10 = 1, òî max ( ) ( ) ,
[ , ; ]x

f x f
∈

= =
0 001 10

10 1 min ( ) ( , ) .
[ , ; ]x

f x f
∈

= = −
0 001 10

0 001 3
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á) Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f x x( ) log= 1

2

 íåïðåðûâíàÿ è íå èìååò òî÷åê ýêñòðåìóìîâ ïðè x > 0 

è f( , ) log ,0 25
1

4
21

2

= = f( ) log ,16 16 41

2

= = − òî max ( ) ( , ) ,
[ , ; ]x

f x f
∈

= =
0 25 16

0 25 2 min ( ) ( ) .
[ , ; ]x

f x f
∈

= = −
0 25 16

16 4

Îòâåò:
à) max ( ) ( ) ,

[ , ; ]x
f x f

∈
= =

0 001 10
10 1 min ( ) ( , ) ;

[ , ; ]x
f x f

∈
= = −

0 001 10
0 001 3

max ( ) ( , ) ,
[ , ; ]x

f x f
∈

= =
0 25 16

0 25 2 min ( ) ( ) .
[ , ; ]x

f x f
∈

= = −
0 25 16

16 4

3.1.9. Ограниченность функции

Ôóíêöèÿ y = f(ff x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(f), åñëè ñóùåñòâóåò 
òàêîå ÷èñëî C > 0, ÷òî |f(ff x)| ≤ C äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ D(f).

Ôóíêöèÿ y = f(ff x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè åå îáëàñòü çíà÷åíèé îãðàíè÷åíà, ò. å. åñëè âñå 
åå çíà÷åíèÿ ëåæàò íà êàêîì-íèáóäü êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ôóíêöèþ íàçû-
âàþò íåîãðàíè÷åííîé.

Ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå X ⊂ D (f), ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé íà âñåé îáëàñòè 

îïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y
x

= 1
îãðàíè÷åíà ïðè x ∈⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

1
10

10; , íî íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ îíà ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.

 Ограниченность тригонометрической функции
Ôóíêöèè y = sin x è y = cos x îãðàíè÷åíû íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ: −1 ≤ sin x ≤ 1, 

−1 ≤ cos x ≤ 1.
Ôóíêöèè y = tg x è y = ctg x íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ï ð è ì å ð  1. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y = 3 cos 3x + 4 sin 3x îãðàíè÷åíà.
Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðè êàæäîì x ∈ R ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
3 cos 3x + 4 sin 3x ≤ 3 ⋅ 1 + 4 ⋅ 1 = 7; 3 cos 3x + 4 sin 3x ≥ 3 ⋅ (−1) + 4 ⋅ (−1) = −7,
òî ôóíêöèÿ 5 cos 3x + 2 sin 3x îãðàíè÷åíà.
Îöåíêè î÷åíü ãðóáûå, çíà÷åíèé 7 è −7 äàííàÿ ôóíêöèÿ íå äîñòèãàåò.
Ìîæíî ïðåäëîæèòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè:

3 3 4 3 3 4
3

3 4
3

4

3 4
32 2

2 2 2 2
cos sin cos sinx x x x+ = + ⋅

+
+

+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + = +5
3

5
3

4

5
3 5 3 3 5 3sin sin (sin cos cos sin ) sin( ).x x x x xα α α

Òàê êàê −5 ≤ 5 sin (α + 3x) ≤ 5, òî −5 ≤ y ≤ 5.

Ограниченность показательной функции
Ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ y = ax, ãäå a > 0, îãðàíè÷åíà ñíèçó, ò. å. ax > 0.

Ï ð è ì å ð .  Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−1

2
2 îãðàíè÷åíà.

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè x ∈ R.

Ïîñêîëüêó 0 ≤ |x|, òî 0
1

2
1< ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

≤
x

, 0 2
1

2
2 1 2− < ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− ≤ −
x

, ò. å. −2 < y ≤ −1, ò. å. ôóíêöèÿ 

îãðàíè÷åíà.
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 Ограниченность логарифмической функции
Ôóíêöèÿ y = loga x, a > 0; à ≠ 1, íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ï ð è ì å ð .  Èññëåäóéòå, ÿâëÿåòñÿ ëè îãðàíè÷åííîé ôóíêöèÿ: y = log
2
 (2 + sin x).

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ x ∈ R.
Åñëè x ∈ R, òî −1 ≤ sin x ≤ 1, òîãäà

2 − 1 ≤ 2 + sin x ≤ 1 + 2, ò. å. 1 ≤ 2 + sin x ≤ 3; 

log
2
1 ≤ log

2
 (2 + sin x) ≤ log

2
 3, ò. å. 0 ≤ y ≤ log

2
 3.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ y = log
2
 (2 + sin x) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé.

3.1.10. Сохранение знака функции

×èñëîâûå ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò ñâîé çíàê (ò. å. îñòàåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íîé èëè îòðèöàòåëüíîé), íàçûâàþòñÿ ïðîìåæóòêàìè çíàêîïîñòîÿíñòâà  ôóíêöèè. 

Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè y = x, y > 0 ïðè x > 0 è y < 0 ïðè x < 0.
ßñíî, ÷òî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, — ýòî àáñöèññû òî÷åê 

ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñüþ Îõ; ýòè òî÷êè íàçûâàþò íóëÿìè ôóíêöèè.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíàÿ (îòðèöàòåëüíàÿ), äîñòàòî÷-

íî ðåøèòü íåðàâåíñòâî: f(x) > 0 (f(x) < 0).

 Сохранение знака тригонометрической функции
Ôóíêöèÿ y = sin x ïîëîæèòåëüíàÿ íà ïðîìåæóòêå 2πn < x < π + 2πn, n ∈ Z è îòðèöàòåëüíàÿ íà 

ïðîìåæóòêàõ −π + 2πn < x < 2πn, n ∈ Z.

Ôóíêöèÿ y = cos x ïîëîæèòåëüíàÿ íà ïðîìåæóòêàõ − + < < + ∈π π π π
2

2
2

2n x n n, Ζ îòðèöàòåëü-

íàÿ íà ïðîìåæóòêàõ
π π π π
2

2
3

2
2+ < < + ∈n x n n, .Ζ

y = tg x ïîëîæèòåëüíàÿ íà ïðîìåæóòêàõ π π πn x n n< < + ∈
2

, Ζ è îòðèöàòåëüíàÿ íà 

ïðîìåæóòêàõ − + < < ∈π π π
2

n x n n, .Ζ

Ôóíêöèÿ y = ñtg x ïîëîæèòåëüíàÿ íà ïðîìåæóòêàõ π π πn x n n< < + ∈
2

, Ζ è îòðèöàòåëüíàÿ íà 

ïðîìåæóòêàõ 
π π π π
2

+ < < + ∈n x n n, .Ζ

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè: y
x= tg
2

.

Ðåøåíèå. Ïóñòü 
x

t
2

= , òîãäà y = tg t è ïî ñâîéñòâàì ôóíêöèè y = tg t èìååì:

à) y > 0, åñëè π π πn t n n< < + ∈
2

, ,Ζ òîãäà π π πn
x

n< < +
2 2

, n ∈ ,Ζ îòñþäà 2πn < x < π + 2πn,
n ∈ Z.

á) y < 0, åñëè − + < < ∈π π π
2

n t n n, ,Ζ òîãäà − + < <π π π
2 2

n
x

n, ∈n ,Ζ îòñþäà −π + 2πn < x < 2πn,

n ∈ Z.

Îòâåò: y > 0, åñëè 2πn < x < π + 2πn, n ∈ Z;
y < 0, åñëè −π + 2πn < x < 2πn, n ∈ Z.
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 Сохранение знака показательной функции
Ôóíêöèÿ y = ax, ãäå a > 0, a ≠ 1, ïîëîæèòåëüíàÿ äëÿ âñåõ x ∈ R.

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè: y = 2 − 2x.
Ðåøåíèå.
à) y > 0, åñëè 2 − 2x > 0; 2x < 2; x < 1; x ∈ (−∞; 1);
á) y < 0, åñëè 2 − 2x < 0; 2x > 2; x > 1; x ∈ (1; +∞).
Îòâåò: y > 0, åñëè x ∈ (−∞; 1); y < 0, åñëè x ∈ (1; +∞).

Сохранение знака логарифмической функции
Ôóíêöèÿ y = loga x, ãäå 0 < a < 1, ïîëîæèòåëüíàÿ, åñëè x ∈ (0; 1) è îòðèöàòåëüíàÿ, åñëè 

x ∈ (1; +∞).
Ôóíêöèÿ y = loga x, ãäå a >1, ïîëîæèòåëüíàÿ, åñëè x ∈ (1; +∞) è îòðèöàòåëüíàÿ, åñëè x ∈ (0; 1).

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ïðîìåæóòêè çíàêîíîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè: y = 2 − lg x.

Ðåøåíèå.

à) y > 0, åñëè 2 − lg x > 0; 2 > lg x; lg x < lg 100;
x

x

<
>

⎧
⎨
⎩

100

0

,

;
x ∈ (0; 100);

á) y < 0, åñëè 2 − lg x < 0; 2 < lg x; ;lg x > lg 100;
x

x

>
>

⎧
⎨
⎩

100

0

,

;
x ∈ (100; +∞).

Îòâåò: y > 0, åñëè x ∈ (0; 100);
y < 0, åñëè x ∈ (100; +∞).

3.1.11.  Связь между свойствами функции и ее графиком

Èñïîëüçóÿ ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x), ìîæíî îïðåäåëèòü îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, îáëàñòü 
çíà÷åíèé ôóíêöèè, íóëè ôóíêöèè, ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà, òî÷êè ýêñòðåìóìîâ è ïðîìå-
æóòêè ìîíîòîííîñòè, íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è äð.

Область определения функции

�

� �

� � �� �

��

y = f(x), íàéòè åå îáëàñòü 
îïðåäåëåíèÿ, äîñòàòî÷íî ñïðîåêòèðîâàòü òî÷êè ãðàôèêà íà îñü Îõ.

Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — ýòî ïðîåêöèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè 
íà îñü Îõ.

Íà ðèñóíêå îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = f(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê 
[a; b].

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé, èçî áðàæåííûõ íà 
ðèñóíêàõ.

                   à á       â   ã
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Ðåøåíèå.
à) [−2; 2];    â) (−∞; 0) ∪ (0; +∞);
á) (−3; 0) ∪ (0; 3);    ã) {−2; −1; 0; 1; 2}.

Множество значений функции

Äëÿ òîãî ÷òîáû, ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì ôóíêöèè, íàéòè ìíîæåñòâî çíà÷å-
íèé ôóíêöèè y = f(x), äîñòàòî÷íî ñïðîåêòèðîâàòü òî÷êè ãðàôèêà íà îñü Oy. 
Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè — ïðîåêöèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè 
íà îñü Oy.

Íà ðèñóíêå îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè y = f(x) ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê 
[a; b].

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêàõ.

 à á â ã 
Ðåøåíèå.
à) {1; 2};    á) [−2; 0) ∪ (0; 2];
â) (−∞; 0) ∪ (0; +∞);  ã) [0; +∞).

Непрерывность функции
Åñëè ãðàôèê ôóíêöèè ìîæíî íà÷åðòèòü, íå îòðûâàÿ êàðàíäàøà îò áóìàãè, òî òàêóþ ôóíêöèþ 

íàçûâàþò íåïðåðûâíîé. Èíûìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà â äàííîé òî÷êå, åñëè ïðè ìàëîì 
èçìåíåíèè àðãóìåíòà åå çíà÷åíèå áóäåò èçìåíÿòüñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

Ï ð è ì å ð .  Óêàæèòå ïðîìåæóòêè íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé, ãðàôèêè êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà 
ðèñóíêàõ.

�

� ��� �

�

� �

��
�

 à á â
Ðåøåíèå.
à) Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ïðîìåæóòêå [−2; 3].
á) Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå x ∈ [−3; 0) ∪ (0; 2).
â) Ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå x ∈ (−∞; 0) ∪ (0; +∞).
Îòâåò: à) [−2; 3];

 á) [−3; 0) ∪ (0; 2); 
 â) (−∞; 0) ∪ (0; +∞).
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Периодичность функции
Ãðàôèê ôóíêöèè íà ïðîìåæóòêå [0; T] áåñêîíå÷íî ïîâòîðÿåòñÿ âïðàâî è âëåâî.

y = f(x) íà îòðåçêå [−1; 1], äëèíà êîòîðîãî ðàâíà ïåðèîäó ôóíêöèè. Ïîñòðî-
èòü ãðàôèê ôóíêöèè íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Ðåøåíèå.

Четность (нечетность) функции
Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé, òî åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò 

è íàîáîðîò, åñëè ãðàôèê ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, òî ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ 
÷åòíîé.

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, òî åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà 
êîîðäèíàò, è íàîáîðîò, åñëè ãðàôèê ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, òî 
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé.

Ï ð è ì å ð .  Èññëåäóéòå íà ÷åòíîñòü (íå÷åòíîñòü) ôóíêöèè, ãðàôèêè êîòîðûõ èçîáðàæåíû íà 
ðè ñóíêàõ.

�

� �–

à á â                   ã

Ðåøåíèå.
à) Ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, ïîñêîëüêó ãðàôèê ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè Îó.
á) Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ, ïîñêîëüêó ãðàôèê ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäè-

íàò.
â) Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ, ïîñêîëüêó ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
ã) Ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ, ïîñêîëüêó ãðàôèê ôóíêöèè ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè Îó.
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Возрастание (убывание) функции
Ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ — ýòî ó÷àñòêè îñè Îõ, ãäå ãðàôèê èäåò ââåðõ.
Ïðîìåæóòêè óáûâàíèÿ — ýòî ó÷àñòêè îñè Îõ, ãäå ãðàôèê èäåò âíèç.
Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè — ýòî ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ èëè âîçðàñòàåò, èëè óáû-

âàåò.

Ï ð è ì å ð .  Ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x), óêàæèòå ïðîìåæóòêè åå ìîíîòîííîñòè.

Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ: (−∞; −2], [0; 2].
Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ: [−2; 0], [2; +∞).

Экстремумы функции
Òî÷êè ýêñòðåìóìà — òî÷êè, ëåæàùèå âíóòðè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïðèíè-

ìàåò ñàìîå áîëüøîå (ìàêñèìóì) èëè ñàìîå ìàëîå (ìèíèìóì) çíà÷åíèå ïî ñðàâíåíèþ ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â áëèçêèõ òî÷êàõ.

Íà ãðàôèêå ôóíêöèè òî÷êè ýêñòðåìóìà — ýòî àáñöèññû âåðøèíû ãðàôèêà: òî÷êà ìàêñèìó -
ìà — ýòî àáñöèññà òî÷êè ãðàôèêà, â êîòîðîé ãðàôèê ïåðåõîäèò èç ïðîìåæóòêà âîçðàñòàíèÿ â ïðî-
ìåæóòîê óáûâàíèÿ; òî÷êà ìèíèìóìà — ýòî àáñöèññà òî÷êè ãðàôèêà, â êîòîðîé ãðàôèê ïåðåõîäèò 
èç ïðîìåæóòêà óáûâàíèÿ â ïðîìåæóòîê âîçðàñòàíèÿ.

Ï ð è ì å ð .  Ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x), óêàæèòå òî÷êè ýêñòðåìóìîâ è ýêñòðåìóìû 
ýòîé ôóíêöèè.

Ðåøåíèå. Òî÷êè ìàêñèìóìîâ: x = −3; x = −1; x = 2; çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìîâ: y = 1; y = 1; y = 3.
Òî÷êè ìèíèìóìîâ: x = −2; x = 0; ìèíèìóìû: y = −1; y = −2.

 Наибольшее (наименьшее) значение функции
Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå — ýòî îðäèíàòà ñàìîé âûñîêîé òî÷êè ãðàôèêà.
Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå — ýòî îðäèíàòà ñàìîé íèçêîé òî÷êè ãðàôèêà.

Ï ð è ì å ð .  Ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x), íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ 
ôóíêöèè.
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Ðåøåíèå.
max ( ) ( ) ( ) ;
x

f x f f
∈

= − = =
R

1 1 1 min ( ) ( )
x

f x f
∈

= =
R

0 0.

Ограниченность функции
Îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ èìååò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü çíà÷åíèé, ò. å. âñå åå çíà÷åíèÿ ëåæàò íà 

êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå (ñóùåñòâóþò ïðÿìûå y = a è y = b, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò ãðàôèê ôóíêöèè 
ñíèçó è ñâåðõó a < f(x) < b).

ó

x

ó = à

ó = b

ó = f(x)

0

Ï ð è ì å ð  1. Ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì ôóíêöèè y = f(x), óêàæèòå ÷èñëà m è Ì, òàêèå, ÷òî m < f(x) ≤ M.

y

�
��

��

�

� � �� �

Ðåøåíèå. Çàäà÷à èìååò íåîäíîçíà÷íîå ðåøåíèå: â êà÷åñòâå Ì ñëåäóåò âçÿòü ÷èñëî, íå ìåíüøåå 
−1, â êà÷åñòâå m ìîæíî âçÿòü ÷èñëî, íå áîëüøåå −2.

m ≤ −2 < f(x) ≤ −1 ≤ M.

Сохранение знака функции
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîìåæóòêîâ ïîñòîÿííîãî çíàêà, ò. å. ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ 

ïîëîæèòåëüíàÿ (îòðèöàòåëüíàÿ), äîñòàòî÷íî óêàçàòü ó÷àñòêè îñè Îõ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì 
ãðàôèêà, ëåæàùèì âûøå (íèæå) îñè Ox.

y

x2 4–1

–3
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Ï ð è ì å ð .  Èñïîëüçóÿ ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x), óêàæèòå ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ:
à) ïîëîæèòåëüíàÿ; á) îòðèöàòåëüíàÿ.
Ðåøåíèå.
à) f(x) > 0 íà ïðîìåæóòêàõ (−3; −1), (2; 4);
á) f(x) < 0 íà ïðîìåæóòêàõ (−∞; −3), (−1; 2), (4; +∞).

  Распознавание графиков элементарных функций и их свойств

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ è åå ãðàôèê
Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y = kx + b, ãäå k è b — íåêîòîðûå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, íàçûâà-

åòñÿ ëèíåéíîé.
Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè y = kx + b ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ 

÷èñåë R = (−∞; +∞).

y = kx + b
(k < 0)

x0

y

–b/k

B

A
b

Ãðàôèêîì ëèíåéíîé ôóíêöèè y = kx + b ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ. Äëÿ ïîñò-
ðîåíèÿ ãðàôèêà y = kx + b äîñòàòî÷íî çíàòü êîîðäèíàòû äâóõ òî÷åê ýòîãî 
ãðàôèêà. Âçÿâ x = 0 ⇒ y = b ⇒ A (0; b) — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ 

Oy. Âçÿâ y = 0 ⇒ x b
k

= −  (k ≠ 0) ⇒ B b
k

−( ); 0 — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà 

ñ îñüþ Ox. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = kx + b

ñ îñÿìè êîîðäèíàò B b
k

−( ); ,0 A (0; b), åñëè k ≠ 0.

Ïðè k = 0 ïîëó÷àåì ïðÿìóþ y = b, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà îñè Ox è ñîâïà-
äàåò ñ îñüþ Ox, åñëè b = 0.

y = b

x0

y

b

Ôóíêöèÿ âèäà y = kx (k ≠ 0) íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ, 
ãäå k — êîýôôèöèåíò ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Ãðàôèêîì ôóíêöèè 
y = kx ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ôóíêöèÿ y = x è åå ãðàôèê

y = x

x0 1

1

–1

–1

y Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = x ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ ëèíèÿ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷å-
ðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé 1-ãî è 3-ãî êîîðäèíàòíûõ 
óãëîâ.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = x
1) D(f) = R;
2) E(f) = R;
3) íóëè ôóíêöèè: y = 0 ïðè x = 0 (ôóíêöèÿ y = x èìååò òîëüêî îäèí íóëü 

â íà÷àëå êîîðäèíàò);
4) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ (−∞; 0); ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæè-

òåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ (0; +∞);
5) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
6) ôóíêöèÿ íå èìååò ýêñòðåìóìîâ;
7) y(−x) = −y(x) ⇒ ôóíêöèÿ y = x íå÷åòíàÿ, åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîð-

äèíàò.

Ôóíêöèÿ y
k

x
= è åå ãðàôèê

Ôóíêöèÿ âèäà y k
x

= (k ≠ 0) íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ; k íàçûâàåòñÿ êîýôôèöè-

åíòîì îáðàòíîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y k
x

= ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî

D(f) = (−∞; 0) ∪ (0; +∞) = R \ {0}.
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Ãðàôèêîì ôóíêöèè y k
x

= ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà. Åñëè k > 0, òî âåòâè ãèïåðáîëû ðàñïîëîæåíû â I 

è III êîîðäèíàòíûõ óãëàõ; åñëè k > 0, òî âåòâè ãèïåðáîëû ðàñïîëîæåíû âî II è IV êîîðäèíàòíûõ 
óãëàõ.

Ôóíêöèÿ y
x

= 1
è åå ãðàôèê

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ôóíêöèþ y k
x

= ïðè k = 1 y
x

=( )1 .

Ñîñòàâèì òàáëèöó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè x = 0 ôóíêöèÿ íå îïðåäåëåíà.

x −3 −2 −1 −0,5 0,5 1 2 3

y −
1

3
−

1

2
−1 −2 2 1

1

2

1

3

y = x

x0 1

1
–1

–1

y
1

x
–

Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y
x

= 1 . Ýòî ãèïåðáîëà.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y
x

= 1

1) D(f) = (−∞; 0) ∪ (0; +∞) = R \ {0};

2) E(f) = (−∞; 0) ∪ (0; +∞) = R \ {0};

3) ôóíêöèÿ y
x

= 1
 íå èìååò íóëåé, òàê êàê óðàâíåíèå

1 0
x

=  íå èìååò êîð-

íåé, ãðàôèê ôóíêöèè y
x

= 1
 íå ïåðåñåêàåò îñü Ox;

4) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ (−∞; 0) è ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè 
x ∈ (0; +∞);

5) ôóíêöèÿ y
x

= 1
óáûâàåò ïðè x ∈ (−∞; 0), à òàêæå ïðè x ∈ (0; +∞);

6) ôóíêöèÿ íå èìååò ýêñòðåìóìîâ;

7) y(−x) = −y(x) ⇒ ôóíêöèÿ y
x

= 1
 íå÷åòíàÿ, åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîð-

äèíàò;

8) ãðàôèê ôóíêöèè y
x

= 1
íå ïåðåñåêàåò îñü Oy, íî ïðè íåîãðàíè÷åííîì ïðèáëèæåíèè x ê íóëþ 

âåòâè ãèïåðáîëû íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ ê îñè Oy. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè 
x âåòâè ãèïåðáîëû íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàþòñÿ ê îñè Ox, íèãäå ee íå ïåðåñåêàÿ. Ãîâîðÿò, 

÷òî îñè Ox è Oy — àñèìïòîòû ãèïåðáîëû y
x

= 1
, îñü Oy — âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà ãðàôèêà

ôóíêöèè y
x

= 1
, îñü Ox — ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà ãðàôèêà ôóíêöèè y

x
= 1

.

Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ è åå ãðàôèê

 Ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ ôîðìóëîé y = ax2 + bx + c, ãäå a, b, c — çàäàííûå ÷èñëà (a ≠ 0), íàçûâàåòñÿ 
êâàäðàòè÷íîé. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè D(y) = R. 

Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = ax2 + bx + c ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà. Åñëè a > 0, òî âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëå-

íû ââåðõ; åñëè à > 0, òî âåòâè íàïðàâëåíû âíèç. Ïðÿìàÿ x b
a

= −
2

 ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè. 
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y = ax2 + bx + c åå ïðèâîäÿò ê âèäó y = a (x + m)2 + p ïóòåì 
âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà. Ïîëíûé êâàäðàò âûäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

y = ax2 + bx + c =

= + +( ) = + + ( ) − ( ) +
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=a x b
a

x c
a

a x x b
a

b
a

b
a

c
a

2 2
2 2

2
2 2 2

+
⎞
⎠⎟

= +( ) −c
a

a x b
a

b
2

2

22

24a
c
a

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠

⎛

⎝
⎜

= +( ) + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = +( ) + −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

a x b
a

ac b
a

a x b
a

ac b
a2

4
4 2

4
4

2 2

2

2 2

.

Òàêèì îáðàçîì, 

y = ax2 + bx + c = a(x + m)2 + p, 

ãäå m b
a

p ac b
a

= = −
2

4
4

2

, . 

ñ êîîðäèíàòàìè ( ; ) ;− = − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

m p b
a

ac b
a2

4
4

2

ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ïàðàáîëû.

Ôóíêöèÿ y = x2 è åå ãðàôèê

y = x2

x0

1

4

–1–2 21

y
Ñîñòàâèì òàáëèöó íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè.

x −3 −2 −1 0 1 2 3

y 9 4 1 0 1 4 9

Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = x2 ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëà, âåðøèíà êîòîðîé ñîâïàäàåò 
ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, à âåòâè ïàðàáîëû íàïðàâëåíû ââåðõ.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = x2

1) D(f) = R;
2) E(f) = [0; +∞);
3) ôóíêöèÿ èìååò îäèí íóëü: y = 0 ïðè x = 0;
4) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè x∈R \ {0} = (−∞; 0) ∪ (0; +∞);
5) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè x ∈ (0; +∞), ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè x ∈ (−∞; 0);
6) ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì ïðè x = 0 (min y = y (0) = 0);
7) y(−x) = y(x) ⇒ ôóíêöèÿ y = x2 ÷åòíàÿ, åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

x0

y
y = ax2 + bx + c
a < 0

−ac b
a

4
4

2

–b
a2

x0

y

y = ax2 + bx + c
a > 0

−ac b
a

4
4

2

–b
a2
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Ôóíêöèÿ y = x3 è åå ãðàôèê

x–1

–1

1

y = x3

0
1

y
Ñîñòàâèì òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè.

x −2 −1 0 1 2

y −8 −1 0 1 8

Ãðàôèêîì ôóíêöèè y = x3 ÿâëÿåòñÿ êóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà.
Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = x3

1) D(f) = R;
2) E(f) = R;
3) ôóíêöèÿ èìååò îäèí íóëü: y = 0 ïðè x = 0.

4) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ (−∞; 0), ôóíê öèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæè-
òåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ (0; +∞);

5) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
6) ôóíêöèÿ íå èìååò ýêñòðåìóìîâ;
7) y(−x) = − y(x) ⇒ ôóíêöèÿ y = x3 íå÷åòíàÿ, åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîð-

äèíàò.

Ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ íàòóðàëüíûì ïîêàçàòåëåì y = xï (n∈ N)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y = xn, ãäå n ∈ N, x ∈ R. Ïðè n = 1 ïîëó÷àåì y = x — ëèíåéíóþ ôóíêöèþ, 
èçó÷åííóþ ðàíåå. Ïóñòü òåïåðü n > 1. Åñëè n — ÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (n = 2k, k ∈ N), òî ñâîéñ-
òâà ôóíêöèè y = x2k òàêèå æå, êàê è ó ôóíêöèè y = x2. Åñëè n — íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 
áîëüøåå èëè ðàâíîå 3(n = 2k + 1, k ∈ N), òî ñâîéñòâà ôóíêöèè y = x2k+1 òàêèå æå, êàê è ó ôóíêöèè 
y = x3. Ïîýòîìó ïðèâåäåì îáùèé âèä ãðàôèêîâ ôóíêöèé y = x2k è y = x2k+1.

x0

y

y = x2k

(k ∈ N)

Ôóíêöèÿ y x=  è åå ãðàôèê

Ñîñòàâèì òàáëèöó íåêîòîðûõ çíà÷åíèé, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà ïðè x ≥ 0.

x 0 1 4 9 16

y 0 1 2 3 4

y =    x

x0 1

1

y
Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y x= .

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y x=
1) D(f) = [0; +∞);
2) E(f) = [0; +∞);

3) ôóíêöèÿ y x= èìååò îäèí íóëü: y = 0 ïðè x = 0;
4) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ (0; +∞);

5) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè x ∈ (0; +∞);
6) ôóíêöèÿ èìååò ìèíèìóì ïðè x = 0, min y = y (0) = 0;

7) ôóíêöèÿ y x= íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ, òî åñòü y x= ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îáùåãî âèäà.
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Ôóíêöèÿ y x= 3 è åå ãðàôèê

y =    x

x
0

1

1

3

–1

–1

y
Ñîñòàâèì òàáëèöó.

x −8 −1 0 1 8

y −2 −1 0 1 2

Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y x= 3 .

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y x= 3

1) D(f) = (−∞; +∞);
2) E(f) = (−∞; +∞);
3) ôóíêöèÿ èìååò îäèí íóëü: y = 0 ïðè x = 0;
4) ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ (0; +∞); ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò îòðèöà-

òåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ (−∞; 0);
5) ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè x ∈ (−∞; +∞), ò. å. íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
6) ôóíêöèÿ íå èìååò ýêñòðåìóìîâ;

7) y(−x) = − y(x) ⇒ ôóíêöèÿ y x= 3  íå÷åòíàÿ, åå ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êî-
îðäèíàò.

Ôóíêöèÿ y = |x| è åå ãðàôèê

|x| — ìîäóëü x (àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà x). Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

x
x x

x x
= ≥

− <{ ,
,

.
0

0

y = |x|

x0 1

1

–1

y Ãðàôèê ôóíêöèè y = |x| èçîáðàæåí íà ðèñóíêå.
Ôóíêöèÿ y = |x| îïðåäåëåíà ïðè x ∈ R, ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëü-

íûå çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, D(y) = (−∞; +∞); E (y) = [0; +∞); ôóíê öèÿ 
y = |x| îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè x = 0. Ïðè x ∈ (−∞; 0) ôóíêöèÿ óáûâàåò, 
ïðè x ∈ (0; +∞) ôóíêöèÿ y = |x| âîçðàñòàåò. Ïîñêîëüêó y(−x) = |−x| = |x| = y(x), 
òî ôóíêöèÿ y = |x| ÷åòíàÿ.

Çàìå÷àíèå. Â îáùåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìîòðåòü ìîäóëü ôóíêöèè:

f x
f x f x

f x f x
( )

( ), ( )
( ), ( )

.= ≥
− <{ 0

0

Ôóíêöèÿ y = sin x è åå ãðàôèê

x

y = sin x

y

π 2π 3π–π
–1

1
0

π
2

– – π
2
–

3π
2
–

5π
2
–

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = sinx
1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, ò. å. D(sin x) = R;
2) îáëàñòü çíà÷åíèé — îòðåçîê [−1; 1], ò. å. E(sin x) = [−1; 1];
3) ôóíêöèÿ y = sinx — íå÷åòíàÿ, ò. ê. sin (−x) = −sin x; ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà 

êîîðäèíàò;
4) ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ îñíîâíûì ïåðèîäîì T = 2π;
5) íóëè ôóíêöèè: sinx = 0 ïðè x = kπ, k ∈ Z.
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6) èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà:
à) sin x > 0, åñëè x ∈ (2kπ; π + 2kπ), k ∈ Z;
á) sin x < 0, åñëè x ∈ (−π + 2kπ; 2kπ), k ∈ Z;

7) èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ:
à) ôóíêöèÿ y = sin x âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ

x k k k∈ − + +( ) ∈π π π π
2

2
2

2; , ;Z

á) ôóíêöèÿ y = sinx óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ

x k k k∈ + +( ) ∈π π π π
2

2 3
2

2; , Z;

8) ýêñòðåìóìû ôóíêöèè:

à) y
max

= 1 ïðè x k k= + ∈π π
2

2 , ;Z  

á) y
min

= −1 ïðè x k k= − + ∈π π
2

2 , Z;

9) ôóíêöèÿ y = sin x ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, |sin x| ≤ 1.
Ãðàôèê ôóíêöèè y = sin x íàçûâàåòñÿ ñèíóñîèäîé.

Ôóíêöèÿ y = cosx è åå ãðàôèê

x

y = cos xy

π 2π 3π–π

–1

1

0
π
2

– –
π
2
–

3π
2
–

5π
2
–

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = cos x
1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, ò. å. D(cosx) = R;
2) îáëàñòü çíà÷åíèé — îòðåçîê [−1; 1], ò. å. E(cosx) = [−1; 1];
3) ôóíêöèÿ y = cosx — ÷åòíàÿ, ò. ê. cos (−x) = cosx; ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè Oy;
4) ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ îñíîâíûì ïåðèîäîì T = 2π;

5) íóëè ôóíêöèè: cosx = 0 ïðè x k k= + ∈π π
2

, .Z ;

6) èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà:

 à) cosx > 0, åñëè x k k k∈ − + +( ) ∈π π π π
2

2
2

2; , ;Z

 á) cosx > 0, åñëè x k k k∈ + +( ) ∈π π π π
2

2 3
2

2; , .Z ; 

7) èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ:
à) ôóíêöèÿ y = cosx âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ x ∈ (−π + kπ; 2kπ), k ∈ Z;
á) ôóíêöèÿ y = cosx óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ x ∈ (2kπ; π + 2kπ), k ∈ Z;

8) ýêñòðåìóìû ôóíêöèè:
à) y

max
= 1 ïðè x = 2kπ, k ∈ Z;

á) y
min

= −1 ïðè x = π + 2kπ, k ∈ Z;
9) ôóíêöèÿ y = cosx ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, |cos x| ≤ 1.
Ãðàôèê ôóíêöèè y = cosx íàçûâàåòñÿ êîñèíóñîèäîé.
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Ôóíêöèÿ y = tg x è åå ãðàôèê

y = tgx
1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êðîìå ÷èñåë âèäà

x k k= + ∈π π
2

( ),Z  ò. å. x k≠ +π π
2

.

Èíà÷å

D x x x k k(tg ) | \ | ;= ∈ + ∈{ }{ }R Zπ π
2

 E(tgx) = R;
3) ôóíêöèÿ y = tgx — íå÷åòíàÿ, ò. ê. tg (−x) = −tg x; ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷àëà 

êîîðäèíàò;
4) ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ îñíîâíûì ïåðèîäîì T = π;
5) íóëè ôóíêöèè: tg x = 0 ïðè x = kπ, k ∈ Z;
6) èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà:

à) tg x > 0, åñëè x k k k∈ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈π π π; , ;
2

Z

á) tgx < 0, åñëè x k k k∈ − +( ) ∈π π π
2

; , Z;

7) èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ: ôóíêöèÿ y = tg x âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêàõ

x k k k∈ − + +( ) ∈π π π π
2 2

; , Z;

8) ôóíêöèÿ y = tg x ýêñòðåìóìîâ íå èìååò;
9) ôóíêöèÿ y = tg x íåîãðàíè÷åííàÿ.
Ãðàôèê ôóíêöèè y = tg x íàçûâàåòñÿ òàíãåíñîèäîé. 

Ïðÿìûå x k k= + ∈π π
2

( )Z íàçûâàþòñÿ âåðòèêàëüíûìè àñèìïòîòàìè ãðàôèêà ôóíêöèè y = tg x.

Ôóíêöèÿ y = ctgx è åå ãðàôèê
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Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = ctg x
1) îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êðîìå ÷èñåë âèäà x = kπ (k ∈ Z), 

ò. å. D(ctgx) = {x | x ∈ R {kπ | k ∈ Z}};
2) îáëàñòü çíà÷åíèé — âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, ò. å. E(ctg x) = R;
3) ôóíêöèÿ y = ctgx — íå÷åòíàÿ, ò. ê. ctg (−x) = −ctg x; ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî íà÷à-

ëà êîîðäèíàò;
4) ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ îñíîâíûì ïåðèîäîì T = π;

5) íóëè ôóíêöèè: ctg x = 0 ïðè x k k= + ∈π π
2

, Z;

6) èíòåðâàëû çíàêîïîñòîÿíñòâà:

 à) ctgx > 0, åñëè x k k k∈ +( ) ∈π π π; , ;
2

Z á) ctg x < 0, åñëè x k k k∈ − +( ) ∈π π π
2

; , Z;

7) èíòåðâàëû âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ: ôóíêöèÿ y = ctg x óáûâàåò íà ïðîìåæóòêàõ x ∈ (kπ; 
π + kπ), k ∈ Z;

8) ôóíêöèÿ y = ctgx ýêñòðåìóìîâ íå èìååò;
9) ôóíêöèÿ y = ctgx íåîãðàíè÷åííàÿ.
Ãðàôèê ôóíêöèè y = ctg x íàçûâàåòñÿ êîòàíãåíñîèäîé.
Ïðÿìûå x = kπ (k ∈ Z) íàçûâàþòñÿ âåðòèêàëüíûìè àñèìï òîòàìè ãðàôèêà ôóíêöèè y = ctg x.

Обратные тригонометрические функции
Ôóíêöèè, îáðàòíûå ôóíêöèÿì y = sin x, y = cos x, y = tg x, y = ctg x íà ñîîòâåòñòâóþùèõ èíòåð-

âàëàõ, íàçûâàþòñÿ îáðàòíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè. Îíè îáîçíà÷àþòñÿ: y = arcsinx, y = arccosx, 
y = arctg x, y = arcctgx.

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè y = sin x, y = cos x íå ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè íà âñåé îáëàñòè 
èõ îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ îáðàçîâàíèÿ îáðàòíûõ ôóíêöèé âûäåëÿþò èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè.

Ôóíêöèÿ y = arcsin x è åå ãðàôèê

Ôóíêöèÿ y = sinx íà îòðåçêå −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

;  âîçðàñòàåò è ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [−1; 1]. 

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ y = sinx íà îòðåçêå −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

; îáðàòèìà, ò. å. èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ

íàçûâàåòñÿ àðêñèíóñîì è îáîçíà÷àåòñÿ y = arcsinx. Òàêèì îáðàçîì, àðêñèíóñîì ÷èñëà x íàçûâà-

åòñÿ ÷èñëî y èç îòðåçêà −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

; , òàêîå, ÷òî åãî ñèíóñ ðàâåí x. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ìîæíî çàïèñàòü 
òàê:

y = arcsinx ⇔ sin (arcsinx) = x, − ≤ ≤π π
2 2

y , −1 ≤ x ≤ 1.

Ãåîìåòðè÷åñêè arcsinx îçíà÷àåò âåëè÷èíó óãëà (äóãè), çàêëþ÷åííîãî â ïðîìåæóòêå −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

; , 
ñèíóñ êîòîðîãî ðàâåí x.

Íàïðèìåð: arcsin 1
2 6

= π
(ò. ê. sin ,π

6
1
2

= − ≤ ≤π π π
2 6 2

arcsin 0 = 0, arcsin ,1
2

= π

arcsin( ) ,− = −1
2
π arcsin .3

2 3
= π

x
0

1

–1

y

π
2

– –

π
2
–

y = arcsin x

Ãðàôèê ôóíêöèè y = arcsin x èçîáðàæåí íà ðèñóíêå. Ýòîò ãðàôèê ñèììåò-

ðè÷åí ãðàôèêó ôóíêöèè y = sin x, x ∈ −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

; îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = arcsin x
1) D(arcsinx) = [−1; 1];
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2) E(arcsinx) = −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

; ;

3) arcsin (−x) = −arcsinx, ò. å. y = arcsinx — íå÷åòíàÿ ôóíêöèÿ;
4) ôóíêöèÿ y = arcsinx âîçðàñòàþùàÿ;
5) sin (arcsinx) = x ïðè x ∈ [−1; 1].

Ôóíêöèÿ y = arcños x è åå ãðàôèê
Ôóíêöèÿ y = cos x íà îòðåçêå [0; π] óáûâàåò è ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [−1; 1]. Ïîýòîìó 

ôóíêöèÿ y = cos x íà îòðåçêå [0; π] îáðàòèìà, ò. å. èìååò îáðàòíóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ 
àðêêîñèíóñîì è îáîçíà÷àåòñÿ y = arccos x. Òàêèì îáðàçîì, àðêêîñèíóñîì ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ ÷èñëî y
èç îòðåçêà [0; π], òàêîå, ÷òî åãî êîñèíóñ ðàâåí x. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê: y = arccos x⇔
⇔ cos (arccos x) = x, 0 ≤ y ≤ π, − 1 ≤ x ≤ 1.

Ãåîìåòðè÷åñêè arccosx îçíà÷àåò âåëè÷èíó óãëà (äóãè), çàêëþ÷åííîãî â ïðîìåæóòêå [0; π], êîñè-
íóñ êîòîðîãî ðàâåí x.

Íàïðèìåð: arccos1
2 3

= π
 (ò. ê. cos ,π

3
1
2

= 0
3

≤ ≤π π = 0, arccos (−1) = π, arccos ,−( ) =1
2

2
3
π

(îøèáî÷íî çàïèñûâàòü arccos ,−( ) = −1
2 3

π
ò. ê. cos −( ) =π

3
1
2

 è − ∉π π
3

0[ ; ] ).

x0 1–1

y

π
2
–

y = arcos x

π

Ãðàôèê ôóíêöèè y = arccosx èçîáðàæåí íà ðèñóíêå. Ýòîò ãðàôèê ñèììåò-
ðè÷åí ãðàôèêó ôóíêöèè y = cos x îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = arcños x
1) D(arccos x) = [−1; 1];
2) E(arccos x) = [0; π];
3) arccos (−x) = π − arccosx, ò. å. ôóíê öèÿ y = arccosx ÿâëÿåòñÿ ôóíê öèåé 
îáùåãî âèäà;
4) ôóíêöèÿ y = arccosx óáûâàþùàÿ;
5) cos (arccosx) = x ïðè x ∈ [−1; 1].

Ôóíêöèÿ y = arñtg x è åå ãðàôèê

Ôóíêöèÿ y = tg x íà èíòåðâàëå −( )π π
2 2

;  âîçðàñòàåò è ïðèíèìàåò âñå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, ò. ê. 

E(tg x) = R. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ y = tg x íà èíòåðâàëå −( )π π
2 2

; îáðàòèìà, ò. å. èìååò îáðàòíóþ ôóíê-

öèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àðêòàíãåíñîì è îáîçíà÷àåòñÿ y = arctg x. Òàêèì îáðàçîì, àðêòàíãåíñîì 

÷èñëà x íàçûâàåòñÿ ÷èñëî y èç èíòåðâàëà −( )π π
2 2

; , òàêîå, ÷òî åãî òàíãåíñ ðàâåí x. Ìàòåìàòè÷åñêè
ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

y = arctg x ⇔ tg (arctgx) = x, − < <π π
2 2

y , −∞ > x > ∞.

Ãåîìåòðè÷åñêè arctgx îçíà÷àåò âåëè÷èíó óãëà (äóãè), çàêëþ÷åííîãî â èíòåðâàëå −( )π π
2 2

; , òàí-
ãåíñ êîòîðîãî ðàâåí x.

Íàïðèìåð: arctg 3
3

= π
 (ò. ê. tg ,3

3
= π − < <π π π

2 3 2
arctg .1

4
= π

π
2

– –

x
0

y

π
2
–

y = arctg x

ôóíêöèè y = arctg x èçîáðàæåí íà ðèñóíêå. Ýòîò ãðàôèê ñèììåòðè-

÷åí ãðàôèêó ôóíêöèè y = tg x, x ∈ −( )π π
2 2

; îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Ïðÿ-

ìûå y = ± π
2

 ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè àñèìïòîòàìè ãðàôèêà ôóíêöèè 

y = arctgx.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = arctg x
1) D(arctg x) = (−∞; ∞);
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2) E(arctg x) = −( )π π
2 2

; ;

3) arctg (−x) = −arctg x, ò. å. ôóíêöèÿ y = arctg x ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé;
4) ôóíêöèÿ y = arctg x ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé;
5) tg (arctgx) = x ïðè x ∈ (−∞; ∞).

Ôóíêöèÿ y = arcctgx è åå ãðàôèê
Ôóíêöèÿ y = ctgx íà èíòåðâàëå (0; π) óáûâàåò è ïðèíèìàåò âñå ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ, ò. ê.

E(ctg x) = R. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ y = ctg x íà èíòåðâàëå (0; π) îáðàòèìà, ò. å. èìååò îáðàòíóþ ôóíê-
öèþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ àðêêîòàíãåíñîì è îáîçíà÷àåòñÿ y = arcctg x. Òàêèì îáðàçîì, àðêêîòàí-
ãåíñîì ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ ÷èñëî y èç èíòåðâàëà (0; π), òàêîå, ÷òî åãî êîòàíãåíñ ðàâåí x. Ìàòåìà-
òè÷åñêè ýòî ìîæíî çàïèñàòü òàê:

y = arcctg x ⇔ ctg (arcctg x) = x, 0 > y > π, −∞ > x > ∞.

Ãåîìåòðè÷åñêè arcctgx îçíà÷àåò âåëè÷èíó óãëà (äóãè), çàêëþ÷åííîãî â èíòåðâàëå (0; π), êîòàí-
ãåíñ êîòîðîãî ðàâåí x.

Íàïðèìåð: arcctg0
2

= π
 (ò. ê. ctg ,π

2
0= 0

2
< <π π ), arcctg ,1

4
= π arcctg ,3

6
= π arcctg( ) ,− =1 3

4
π

arcctg ,3
3 3

= π arcctg .−( ) = +3 5
6
π

x0

y

π
2
–

y = arcctg x
π

  Ãðàôèê ôóíêöèè y = arcctgx èçîáðàæåí íà ðèñóíêå. Îí ñèììåòðè÷åí ãðà-
ôèêó ôóíêöèè y = ctgx îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x. Ïðÿìûå y = 0, y = π
ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëüíûìè àñèìïòîòàìè ãðàôèêà ôóíêöèè y = arcctgx.

Ñâîéñòâà ôóíêöèè y = arcctg x
1) D(arcñtgx) = (−∞; ∞);
2) E(arcctgx) = (0; π);
3) arcctg (−x) = π − arcctg x, ò. å. ôóíêöèÿ y = arcctgx ÿâëÿåòñÿ ôóíê öèåé 
îáùåãî âèäà;

4) ôóíêöèÿ y = arcctg x óáûâàþùàÿ;
5) ctg (arcctgx) = x ïðè x ∈ (−∞; ∞).

Построение графиков тригонометрических функций
1. y = f(ff x) + a
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà y = f(x) + a íåîáõîäèìî ãðàôèê f(x) ñìåñòèòü íà à åäèíèö âäîëü îñè Oy.

y

xπ − π 0

− 2

y = sin x

y = sinx − 2

−
π
2

π
2

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ãðàôèêà y = sinx
íà 2 åäèíèöû âíèç âäîëü îñè Oy

2. y = f(x + a)
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà y = f(x + a) íåîáõîäèìî ãðàôèê y = f(x) ïåðåìåñòèòü âäîëü îñè íà Ox íà 

−à åäèíèö.
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y

x

π

2π

 − π

y = sinx

y x= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

sin
π
6

−
π
2

3

2

π

π
2

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ ãðàôèêà ïî îñè 

Ox íà
π
6

åäèíèö âïðàâî

3. y = −f(x); y = f(−x)
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà y = −f(x) íåîáõîäèìî ãðàôèê y = f(x) ñèììåòðè÷íî îòîáðàçèòü îòíîñè-

òåëüíî îñè Ox.
Ïîñêîëüêó sin (−x) = −sin x, òî ãðàôèê ôóíêöèè y = sin (−x) ñòðîèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèå ãðàôèêà y = tg(−x) (tg (−x) = −tgx è y = ctg (−x) (ctg (−x) = −ctg x).
Çàìåòèì, ÷òî cos (−x) = cos x, è äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ãðàôèê y = cos x.

y

x

y = cos x

y = cos (− x)

Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox

y

xπ

 2 2π

 − π

y = sinx

y = − sin x

π
2

3

2

π

Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox

4. y = kf(ff x)
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà y = kf(x) íåîáõîäèìî îðäèíàòû âñåõ òî÷åê ãðàôèêà óìíîæèòü íà k (àá-

ñöèññû íå èçìåíÿþòñÿ).
Åñëè k > 1, òî y = kf(x) ïîëó÷àþò ðàñòÿæåíèåì âäîëü îñè Oy íà k åäèíèö; åñëè 0 > k > 1, òî ñæà-

òèåì â 1/k ðàç. Äåôîðìàöèè âûïîëíÿþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî îñè Ox.

y

x

π− π

y = 2 sin x
2

 − 2

y = 2 sinx

−
π
2

π
2

3

2

π

Ðàñòÿæåíèå âäîëü îñè Oy â 2 ðàçà

5. y = f(kx), k > 0
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà y = f(kx), k > 0 íåîáõîäèìî âñå àáñöèññû ãðàôèêà y = f(x) ðàçäåëèòü íà 

k, îñòàâèâ îðäèíàòû áåç èçìåíåíèÿ.
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Ïðè k > 1 ãðàôèê y = f(kx) ïîëó÷àþò èç ãðàôèêà y = f(x) ñæàòèåì âäîëü îñè Ox â k ðàç, à ïðè 

0 < k < 1 — ðàñòÿæåíèåì y = f(x) â 
1

k
ðàç.

Äåôîðìàöèè ãðàôèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû îñè Oy.

x

y

π

y = sin x
y = sin2x

y = sin2x

−
π
2

π
2

3

2

π

Ñæàòèå âäîëü îñè Ox â 2 ðàçà, Ò = π

6. y = |f(x)
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà y = |f(x)  íåîáõîäèìî ïîëîæèòåëüíóþ ÷àñòü ãðàôèêà y = f(x) îñòàâèòü 

áåç èçìåíåíèÿ, à îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòü y = f(x) îòî áðàçèòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

y

π

y = ⎮sin x

 − π

y = sinx

3

2

ππ
2

−
π
2

y = |sinx

x

Âûøå îñè Ox — áåç èçìåíåíèÿ, íèæå —
ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî Ox

7. y = f(ff x )
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà y = f( x ) íàäî ðàññìîòðåòü:

f x
f x x

f x x
( )

( ), ;

( ), .
=

≥
− <

⎧
⎨
⎩

ïðè

ïðè

0

0

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè x ≥ 0 ñòðîèì ãðàôèê y = f(x), à ïðè x < 0 ñòðîèì ãðàôèê, ñèììåòðè÷íûé 
ïîñòðîåííîìó îòíîñèòåëüíî îñè Oy

y = sin x

y

π

y = sin x

y = sin x

π
2

−
π
2

Ñïðàâà îò Oy — áåç èçìåíåíèÿ, ñëåâà —y
ýòà æå ÷àñòü, ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî Oy
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Примеры построения графиков тригонометрических функций

I. y x= +1

2
2sin

1. Ñòðîèì ãðàôèê y = sinx.

y

x

π 2π− π

1
1,5
2

2,5

y =
1

2
sin x + 2

−
π
2

π
2

3

2

π

2. Ñæèìàåì ãðàôèê y = sinx â 2 ðàçà ê îñè Ox, ò. å. îáëàñòü çíà÷åíèÿ ãðàôèêà y ∈ −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1

2

1

2
; , ïî-

ëó÷èì ãðàôèê y x=
1

2
sin .

3. Ïîäíèìàåì ãðàôèê y x=
1

2
sin  íà 2 åäèíèöû ââåðõ âäîëü îñè Oy, ïîëó÷èàåì ãðàôèê 

y x= +
1

2
2sin .

II. y x= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+tg
6

1
π

1. Ñòðîèì ãðàôèê y = tg x.

2. Ïåðåíîñèì ãðàôèê âäîëü îñè Oy íà åäèíèöó ââåðõ è âäîëü îñè Ox íà 
π
6

åäèíèö âïðàâî, ïîëó-

÷àåì ãðàôèê y x= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+tg
π
6

1.

y

xπ00−
π
2

π
2

3

2

ππ
6

III. y
x= 1

3 2
cos

1. Ñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè y = cosx.

x

y

1

π
− 1−

π
2

π
2

3

2

π

2. Ãðàôèê ôóíêöèè y = cosx ðàñòÿãèâàåì âäîëü îñè Ox â 2 ðà çà, ò. å. Ò = 4π T =⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

2
1

2

π
.

ãðàôèê y
x

= cos .
2

3. Ãðàôèê ôóíêöèè y
x

= cos
2

ñæèìàåì â 3 ðàçà âäîëü îñè Oy, ïîëó÷èì y
x

=
1

3 2
cos .
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IV. y
x

= −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−2
2 6

1sin
π

y

1

π

2222

− 3

− 1

x−
π
2

π
2

π
3

1. Ïðåîáðàçóåì ôóíêöèþ ê âèäó: y x= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−2
1

2 3
1sin .

π

y = sinx.

y

1

π

− 3

− 1

x
−

π
2

π
3

π
2

3

2

π

3. Ðàñòÿãèâàåì ãðàôèê y = sinx âäîëü îñè Ox â 2 ðàçà (Ò = 4π), ïîëó÷èì y x= sin .
1

2

4. Ñòðîèì ãðàôèê y x= 2
1

2
sin  ðàñòÿæåíèåì ãðàôèêà y x= sin

1

2
 âäîëü îñè Oy.

5. Ïåðåíåñåì ãðàôèê y x= 2
1

2
sin  âäîëü îñè Ox âïðàâî íà

π
3

 åäèíèö è âíèç ïî îñè Oy íà 1 åäè-

íèöó, ïîëó÷èì ãðàôèê y x= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2
1

2 3
sin .

π

6. ×òîáû ïîëó÷èòü ãðàôèê y x= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−2
1

2 3
1sin ,

π
îñòàâèì áåç èçìåíåíèÿ 

è òó æå ÷àñòü îòîáðàçèì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

Ï ð è ì å ð . Ïîñòðîèòü ãðàôèê y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
1

2
2 .

y

x0 1−1−2

4
Ðåøåíèå. 1) Ïîñòðîèì ãðàôèê y

x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

2
. Äëÿ ýòîãî íàéäåì êîîðäèíàòû

íåêîòîðûõ òî÷åê:

x −2 −1 0 1 2

y 4 2 1
1

2

1

4

2) Ïîñòðîèì ãðàôèê y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

2
.
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y

x
0

1

−1

−2

 Ñïðàâà îò îñè Oy (è íà îñè) f(x) — áåç èçìåíåíèÿ, ñëåâà ýòà æå ÷àñòü — 
ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

3) Ïîñòðîèì ãðàôèê y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
1

2
2.

Ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ âäîëü îñè Oy íà (−2) åäèíèöû.

4) Ïîñòðîèì ãðàôèê y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
1

2
2 .

x0

1

2 Âûøå Ox ãðàôèê äîëæåí îñòàòüñÿ áåç èçìåíåíèé, íî òàêèõ òî÷åê íåò, 
ïîýòîìó òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå íèæå Ox, îòðàçèì ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëü-
íî Ox.

3.1.12. Значения функции

Çíà÷åíèåì ôóíêöèè y = f(ff x) â òî÷êå õ
0
 ÿâëÿåòñÿ y

0
= f(ff x

0
).

Значения тригонометрической функции
Ï ð è ì å ð  1. Äàíî: tg α + ctg α = m. Íàéäèòå: tg2 α + tg2 α.
Ðåøåíèå. Îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà tg α + ctg α = m âîçâåäåì â êâàäðàò: (tg α + ctg α)2 = m2, òîãäà 

tg2 α + 2 tg α ctg α + ctg2 α = m2. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî tg ⋅ ctg α = 1, èìååì tg2 α + 2 + ctg2 α = m2, îòñþäà 
tg2 α + ctg2 α = m2 − 2.

Îòâåò: m2 − 2.

Ï ð è ì å ð  2. Ñðàâíèòå ÷èñëà:

à) cos
π
5

è cos ;
π
4

    á) sin −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
6

è sin ;−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
5

   â) tg
3

5

π
è tg

3

8

π
;    ã) ctg

π
4

è ctg
π
5

.

Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó ÷èñëà 
π
4

è
π
5

ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó 0
2

; ,
π⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

íà êîòîðîì ôóíêöèÿ y = cos t

óáûâàåò, òî èç óñëîâèÿ
π π
4 5

>  ñëåäóåò, ÷òî cos cos .
π π
4 5

<

á) Ïîñêîëüêó ÷èñëà − π
6

è − π
5

 ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π
2

0; , íà êîòîðîì ôóíêöèè y = sin t

âîçðàñòàåò, òî èç óñëîâèÿ − > −π π
6 5

âûòåêàåò, ÷òî sin sin .−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π
6 5

â) Ïîñêîëüêó ÷èñëà 
3

5

π
è

3

8

π
 ïðèíàäëåæàò ñîîòâåòñòâåííî ïðîìåæóòêàì 

π π
2

;
⎛
⎝⎜

⎤
⎦⎥

è 0
2

; ,
π⎡

⎣⎢
⎞
⎠⎟

 òî 

tg
3

5
0

π < , tg
3

8
0

π > , ñëåäîâàòåëüíî, tg tg
3

5

3

8

π π< .

ã) Ïîñêîëüêó ÷èñëà 
π
4

è
π
5

ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó 0
2

; ,
π⎛

⎝⎜
⎤
⎦⎥

íà êîòîðîì ôóíêöèÿ y = ctg t

óáûâàåò, òî èç óñëîâèÿ 
π π
4 5

> âûòåêàåò, ÷òî ctg ctg
π π
4 5

< .

Îòâåò: à) cos cos ;
π π
4 5

<  á) sin sin ;−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π
6 5

â) tg tg
3

5

3

8

π π< ; ã) ctg ctg
π π
4 5

< .



Раздел 3. Функции168

Значения показательной функции

Ï ð è ì å ð  1. Ñðàâíèòå ÷èñëà:

à) 0 1153, è 0 1154, ; á) 
1

0 7,
 è 

1

0 73,
.

Ðåøåíèå.

à) 0 115 0 1153
3

2, , ;= 0 115 0 1154 2, , .=

 Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y = 0,115x óáûâàþùàÿ è 
3

2
2< ,  òî 0 115 0 1153 4, , .>

á)
1

0 7
0 7

1

2

,
, ;=

− 1

0 7
0 7

3

3

2

,
, .=

−

Ïîñêîëüêó − > −1

2

3

2
è ôóíêöèÿ y = 0,7x óáûâàåò, òî

1

0 7

1

0 73, ,
.<

Îòâåò: à) 0 115 0 1153 4, , ;> á)
1

0 7

1

0 73, ,
.<

Значения логарифмической функции
Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå:

à) log sin ;2 6

π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 á) lg .tg
π
4

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó sin ,
π
6

1

2
= òî log sin log .2 26

1

2
1

π⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −

á) Ïîñêîëüêó tg
π
4

1= ,  òî lg lg .tg
π
4

1 0
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =

Îòâåò: à) −1; á) 0.

Ï ð è ì å ð  2. Ñðàâíèòå:

à) 3 3 4log è 5 4 4log ; á) 4 5 7log è 7 5 4log ;  â) 3 2 5log è 5 2 3log .
Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó 3 43 4log = è 5 5 54 4 1log ,= =  òî 3 53 44 4log log .<

á) Ïîñêîëüêó 4 4 55 5 5 57 7 4 7log log log log= = = 5 75 5 57 4 4log log log( ) ,= =  òî 4 75 54 4log log .=

â) Ïîñêîëüêó 3 5 5 5 52 5 2 2 5

2 2

2 25 3 5 5 3

5 3

2 5log log log log log

log log

log log l= = = =⋅
⋅
⋅ oog ,2 3 òî 3 53 25 3log log .=

Îòâåò: à) 3 53 44 4log log ;< á) 4 75 57 4log log ;= â) 3 53 25 3log log .=

Значения рациональной функции

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

7 22 7 223 3+ ⋅ − .

Ðåøåíèå. 7 22 7 22 7 22 7 22 49 22 27 33 3 3 3 3+ ⋅ − = + − = − = =( )( ) .

Îòâåò: 3.
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Ï ð è ì å ð  2. Ðàñïîëîæèòå â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà: 2; 33 ; 66 .

Ðåøåíèå. Òàê êàê 2 2 836 6= = ; 3 3 93 26 6= =  è ôóíêöèÿ y x= 6 âîçðàñòàåò, òî 6 8 96 6 6< < ,

è, ñëåäîâàòåëüíî, 6 2 36 3< < .

Îòâåò: 6 2 36 3< < .

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 7 4 3 2 34 − ⋅ + .
Ðåøåíèå.

7 4 3 2 3 7 4 3 2 3 7 4 3 4 4 3 34 4 24 4 4− ⋅ + = − ⋅ + = − ⋅ + + =( )

= − ⋅ + = − + = − = =7 4 3 7 4 3 7 4 3 7 4 3 49 48 1 14 4 4 4 4( )( ) .
Îòâåò: 1.

3.1.13. Свойства сложных функций

Åñëè ó ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò u: y = f(ff u), ãäå u, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò àðãóìåí-
òà õ, ò. å. u = g(x), òî ó íàçûâàþò ñëîæíîé ôóíêöèåé îò õ: y = f(ff g(x)), ïðè÷åì y = f(ff u) íàçûâàþò 
âíåøíåé ôóíêöèåé, à g(x) — âíóòðåííåé ôóíêöèåé.

Область определения сложной функции
Ïðè íàõîæäåíèè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ñëåäóþùåå.

Ôóíêöèÿ Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

y f xn= ( ),2  ãäå n ∈ N
f(x) ≥ 0

y = loga f(x), a > 0, a ≠ 1 f(x) > 0

y = logf(x)
g(x)

f x

f x

g x

( ) ,

( ) ,

( )

>
≠
>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

1

0

y = tg f(x) f x n n( ) ,≠ + ∈π π
2

Ζ

y = ctg f(x) f(x) ≠ πn, n ∈ Z

y = arcsin f(x) −1 ≤ f(x) ≤ 1

y = arccos f(x) −1 ≤ g(x) ≤ 1

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè y = f(x) ñîñòîèò èç òàêèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà õ, êîòî-
ðûå ñîäåðæàòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè g(x) è äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g(x) ïðè-
íàäëåæàò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f.

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè: y
x

x x
=

− +

lg
.

3 5 22

Ðåøåíèå. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè áóäóò òå çíà÷åíèÿ õ, ïðè êîòîðûõ ïîäëîãà-
ðèôìè÷åñêîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíîå, çíàìåíàòåëü äðîáè íå ðàâåí íóëþ, à ïîäêîðåííîå âûðà-
æåíèå íåîòðèöàòåëüíîå.

x

x x

>

− + >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

3 5 2 02

,

;

x

x

∈ + ∞

∈ −∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∪ + ∞

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

( ; ),

; ( ; );

0

2

3
1

x ∈ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∪ + ∞0
2

3
1; ( ; ).

Îòâåò: 0
2

3
1; ( ; ).

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∪ + ∞
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Множество значений сложной функции
Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå îáëàñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè:

y x x= − −2 6.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì äàííóþ ôóíêöèþ êàê ñëîæíóþ: y t= , ãäå t = x2 − x − 6. Ôóíêöèÿ 
t = x2 − x − 6 çàäàåò ïàðàáîëó, âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ, à âåðøèíîé ÿâëÿåòñÿ òî÷êà 
(0,5; −6,25). Ïîýòîìó îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè t = x2 − x − 6 ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê [−6,25; +∞).

Ñëåäîâàòåëüíî, t ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [−6,25; +∞), â ÷àñòíîñòè, âñå çíà-

÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [0; +∞), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y t= . Ïîýòîìó 

îáëàñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè y t= ,  êàê è ôóíêöèè y x x= − −2 6 , ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê [0; +∞).
Îòâåò: [0; +∞).

Непрерывность сложной функции
Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå õ

0
, à ôóíêöèÿ g(u) íåïðåðûâíà â òî÷êå u

0
= f(x

0
), òî 

ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ g(f(x
0
)) íåïðåðûâíà â òî÷êå õ

0
, ò. å.

lim ( ( )) ( lim ( )) ( ( )).
x x x x

g f x g f x g f x
→ →

= =
0 0

0

Áîëåå òîãî, äëÿ ñëîæíîé ôóíêöèè g(f(x)) âåðíî òàêæå ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: åñëè ôóíêöèÿ 
g(u) íåïðåðûâíà â òî÷êå u = 1 è lim ( ) ,

x x
f x A

→
=

0

 òî

lim ( ( )) ( lim ( )) ( ).
x x x x

g f x g f x g A
→ →

= =
0 0

Ï ð è ì å ð .  Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ:

y x x= − +2 5 6.
Ðåøåíèå. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò âñþäó, ãäå x2 − 5x + 6 ≥ 0, ò. å. x ∈ (−∞; 2] ∪ [3; +∞). 

Äàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò. å. ïðè x ∈ (−∞; 2] ∪ [3; +∞).
Îòâåò: ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, åñëè  x∈ (−∞; 2] ∪ [3; +∞).

Периодичность сложной функции
Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) ïåðèîäè÷åñêàÿ è èìååò ïåðèîä Ò, òî ôóíêöèÿ y = Af(kx + b), ãäå A, k, 

b — ïîñòîÿííûå (k ≠ 0), òàêæå ïåðèîäè÷åñêàÿ, ïðè÷åì åå ïåðèîä ðàâåí
T
k

.

Ï ð è ì å ð  1. Êàêèå èç äàííûõ ôóíêöèé ïåðèîäè÷åñêèå?
Íàéäèòå äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä.

à) y = tg 3x; á) y = 5; â) y
x= cos ;
3

ã) y = {3x}.

Ðåøåíèå.

à) Ôóíêöèÿ y = tg 3x — ïåðèîäè÷åñêàÿ, íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä T = π
3

.

á) Ôóíêöèÿ ó = 5 — ïåðèîäè÷åñêàÿ, íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî ïåðèîäà íå ñóùåñòâóåò, ëþ-
áîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ åå ïåðèîäîì.

â) Ôóíêöèÿ y
x= cos
3

 — ïåðèîäè÷åñêàÿ, íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä Ò = 3 ⋅ 2π = 6π.

ã) Ôóíêöèÿ {3x} — ïåðèîäè÷åñêàÿ, íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä T = 1

3
.

Îòâåò: à) T = π
3

; á) ïåðèîäè÷åñêàÿ, íàèìåíüøåãî ïîëîæèòåëüíîãî ïåðèîäà íåò; â) 6π; ã) T = 1

3
.
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Четность (нечетность) сложной функции

Ï ð è ì å ð .  Èññëåäóéòå íà ÷åòíîñòü (íå÷åòíîñòü) ôóíêöèþ:

à) y x= −1 2; á) y
x

x
= −4 24

;  â) y
x

x
= +2 1

.

Ðåøåíèå.
à) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè íàõîäèì èç óñëîâèÿ 1 − x2 ≥ 0; x2 ≤ 1; ñëåäîâàòåëüíî, −1 ≤ x ≤ 1.

 Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî õ èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èìååì y x x x y x( ) ( ) ( ),− = − − = − =1 12 2

òî äàííàÿ ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ.
á) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè íàõîäèì èç ñèñòåìû:

4 0

0

2− ≥
≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
x

x

,

;

( )( ) ,

;

2 2 0

0

− + ≥
≠

⎧
⎨
⎩

x x

x
îòñþäà x∈ [−2; 0) ∪ (0; 2].

 Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî õ:

y x
x

x
x

x
x

x
y x( )

( )
( ),− = − −

−
= −

−
= − − = −4 4 424 24 24

òî çàäàííàÿ ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ.

â) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäàííîé ôóíêöèè íàõîäèì èç óñëîâèÿ
x

x

2 1
0

+ ≥ , îòêóäà x > 0 (ò. ê. 

x2 + 1 > 0 äëÿ âñåõ õ). Ïîñêîëüêó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íå ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà 
êîîðäèíàò, òî äàííàÿ ôóíêöèÿ íå ïðèíàäëåæèò íè ê ÷åòíûì, íè ê íå÷åòíûì ôóíêöèÿì.

Îòâåò: à) ÷åòíàÿ; á) íå÷åòíàÿ; â) íè ÷åòíàÿ, íè íå÷åòíàÿ.

Возрастание (убывание) сложной функции
Åñëè f(x) — âîçðàñòàþùàÿ è ïîëîæèòåëüíàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ôóíêöèè, òî ôóíêöèè 

f2(x), f x( ),  lg f(x) âîçðàñòàþò íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, à ôóíêöèÿ
1

f x( )
óáûâàåò íà âñåé ÷èñëî-

âîé ïðÿìîé.
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà ìíîæåñòâå Ì, òî:
à) ôóíêöèÿ af(x) ïðè a > 1 âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà Ì;
á) ôóíêöèÿ af(x) ïðè 0 < a < 1 óáûâàåò (âîçðàñòàåò) íà Ì;
â) ôóíêöèÿ loga f(x) ïðè a > 1 âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà Ì, åñëè f(x) > 0;
ã) ôóíêöèÿ loga f(x) ïðè 0 < a < 1 óáûâàåò (âîçðàñòàåò) íà Ì, åñëè f(x) > 0.

Ï ð è ì å ð .  Óêàæèòå ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè:
1) y = log

2
 |x|; 2) y x= log .1

2

2

Ðåøåíèå.
1) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè õ ≠ 0.
Åñëè x < 0, òî |x| — óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà y = log

2
|x| — óáûâàåò.

Åñëè x > 0, òî |x| — âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà y = log
2
|x| — âîçðàñòàåò.

2) Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè õ ≠ 0.

 Åñëè x < 0, òî õ2 — óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà y x= log1

2

2 — âîçðàñòàåò.

 Åñëè x > 0, òî õ2 — âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òîãäà y x= log1

2

2 — óáûâàåò.
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Экстремумы сложной функции

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå òî÷êè ìàêñèìóìîâ è òî÷êè ìèíèìóìîâ ôóíêöèè: y x= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

sin .3
3

π

Ðåøåíèå. Ïóñòü 3
3

x t+ =π
, òîãäà y = sin t è, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè y = sin t, èìååì:

òî÷êè ìàêñèìóìîâ t n n= + ∈π π
2

2 , ;Ζ

òî÷êè ìèíèìóìîâ t n n= − + ∈π π
2

2 , .Ζ

Òîãäà 3
3 2

2x n+ = +π π π ; 3
2 3

2x n= − +π π π ; 3
6

2x n= +π π ; x
n

n= + ∈π π
18

2

3
, ;Ζ

3
3 2

2x n+ = − +π π π ; 3
2 3

2x n= − − +π π π ; 3
5

6
2x n= − +π π ; x

n
n= − + ∈5

18

2

3

π π
, .Ζ

Ñëåäîâàòåëüíî, x
n

n= + ∈π π
18

2

3
, Ζ — òî÷êè ìàêñèìóìîâ; x

n
n= − + ∈5

18

2

3

π π
, Ζ — òî÷êè ìèíè-

ìóìîâ.

Наибольшее (наименьшее) значение сложной функции

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè: y x= + −( ) .2 3 1 2

Ðåøåíèå. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè x ∈ [−1; 1].

Åñëè x ∈ [−1; 1], òî 1 2− x  ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ïðîìåæóòêà [0; 1], à çíà÷åíèÿ ôóíêöèè 

y x= + −( )2 3 1 2

ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó [ ; ].1 2 3+ Ñëåäîâàòåëüíî, max ( ) ;
[ ; ]x

y y
∈ −

= = +
1 1

0 2 3

min ( ) ( ) .
[ ; ]x

y y y
∈ −

= − = =
1 1

1 1 1

Îòâåò: max ( ) ;
[ ; ]x

y y
∈ −

= = +
1 1

0 2 3 min ( ) ( ) .
[ ; ]x

y y y
∈ −

= − = =
1 1

1 1 1

Ограниченность сложной функции
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) îãðàíè÷åíà, òî ôóíêöèè f xn ( ), af(x), cos f(x), sin f(x), arcsin f(x), arccos f(x), 

arctg f(x), arcctg f(x) îãðàíè÷åíû íà òîì ìíîæåñòâå, íà êîòîðîì îíè îïðåäåëåíû.

Ï ð è ì å ð .  Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y xx= +2 5
2sin cos  îãðàíè÷åíà.

Ðåøåíèå. y x xx x= + ≤ + ≤ + =2 5 2 5 2 5 7
2 2sin sincos cos .

Ïîñêîëüêó − ≤ + ≤7 2 5 7
2sin cos ,x x  òî ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà.

Сохранение знака сложной функции

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè: y = lg (x2 − x + 8) − 1.
Ðåøåíèå.

à) y> 0, åñëè lg (x2−x+ 8) − 1 > 0; lg (x2−x+ 8) > 1; lg (x2−x+ 8) > lg 10;
x x

x x
x x

2

2

28 0

8 10
8 10

− + >

− + >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ − + >

,

;
,

òîãäà x2 − x + 8 > 10; x2 − x − 2 > 0; (x + 1)(x − 2) > 0; x ∈ (−∞; −1) ∪ (2; +∞).

á) y < 0, åñëè lg (x2 − x + 8) − 1 < 0; lg (x2 − x + 8) < 1; lg (x2 − x + 8) < lg 10; 
x x

x x

2

2

8 0

8 10

− + >

− + <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
x

x x

∈

− − <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

R,

;2 2 0
òîãäà x2 − x − 2 < 0; (x + 1)(x − 2) < 0; x ∈ (−1; 2).

Îòâåò: y > 0, åñëè x ∈ (−∞; −1) ∪ (2; +∞); y < 0, åñëè x ∈ (−1; 2).



Нули функции
Íóëè ôóíêöèè — òî÷êè, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(ff x) îáðàùàåòñÿ â íóëü, èëè èíà÷å, ðåøåíèÿ óðàâ-

íåíèÿ f(ff x) = 0, ò. å. àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñüþ Îõ.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå íóëè ôóíêöèè: y = lg lg lg x.

Ðåøåíèå.
x

x

>

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

100

,

lg lg ;

x

x

>
=

⎧
⎨
⎩

0

1

,

lg lg ;

x

x

>

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

101

,

lg ;

x

x

>
=

⎧
⎨
⎩

0

10

,

lg ;

x

x

>

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

1010

,

;
ñëåäîâàòåëüíî, õ = 1010.

Îòâåò: 1010.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå íóëè ôóíêöèè: y
x

x
= +1 2cos

cos
.

Ðåøåíèå. Äðîáü ðàâíà íóëþ, åñëè ÷èñëèòåëü ðàâåí íóëþ, à çíàìåíàòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ:

1 2 0

0

+ =
≠

⎧
⎨
⎩

cos ,

cos .

x

x
Ðåøàåì ýòó ñèñòåìó:

cos ;

cos ;

2 1

0

x

x

= −
≠

⎧
⎨
⎩

2 2

2

x n n

x k k

= + ∈

≠ + ∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

π π
π π

, ,

, ;

Ζ

Ζ

x n n

x k k

= + ∈

≠ + ∈

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

π π

π π

2

2

, ,

, .

Ζ

Ζ

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ íóëåé íå èìååò.
Îòâåò: íóëåé íåò.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 3.1.
«Функции»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â36 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Óêàæèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y x= + 6.

Â2. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè y x= + −2 4 1.

Â3. Çàäàíà ôóíêöèÿ f x
x

x
( ) .= + 1

Âû÷èñëèòå
f

f f
( )

( ) ( )
.

5

1 1+ −

Â4. Çàäàíà ôóíêöèÿ f x x( ) .= − 3  Âû÷èñëèòå f2(3) + f(12) + f(52).

Â5. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = x2 – 4x + 3.

Â6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 4x – x2.

Â7. Ñêîëüêî íóëåé èìååò ôóíêöèÿ y = x2 – x?

Â8. Ñêîëüêî öåëûõ ÷èñåë íå âõîäÿò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 

y x x= + −2 2 ?

Â9. Ñêîëüêî öåëûõ ÷èñåë íå âõîäÿò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y
x
x

= −
+

2

2
?

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9
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Â10. Óêàæèòå (â ãðàäóñàõ) íàèìåíüøåå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå x, êîòîðîå íå 

âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y x= 2
1

cos .

Â11. Óêàæèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = arcsin(x + 1).

Â12. Óêàæèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè y = arcos(|x| – 1).

Â13. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå çíà÷åíèå x, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè y = arcsin(log

2
(1 – x)).

Â14. Íàéäèòå ñóììó öåëûõ çíà÷åíèé x, êîòîðûå íå âõîäÿò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 
ôóíêöèè y = log

2
 (x2 + x).

Â15. Íàéäèòå ñóììó íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé x, êîòîðûå íå âõîäÿò â îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè y = logx–1

3.

Â16. Óêàæèòå äëèíó ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ 

y x x= + −9 2.

Â17. Óêàæèòå äëèíó ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ y = arcsin 
(5x – 1).

Â18. Óêàæèòå äëèíó ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ y x= 73arcsin .

Â19. Óêàæèòå äëèíó ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ y = x2 – 5x + 6 íåïîëîæè-
òåëüíàÿ.

Â20. Óêàæèòå äëèíó ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ y = –x2 + x + 12 íåîòðèöà-
òåëüíàÿ.

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18

Â19

Â20
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Â21. Íàéäèòå îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y
x
x

= −
+

4

2
ñ îñüþ Oy.

Â22. Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y
x
x

= −
+

4

2
 ñ îñüþ Ox.

Â23. Óêàæèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = x2 – 6|x|.

Â24. Óêàæèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = |–x2 – x + 2| íà ïðîìåæóòêå [–2; 1].

Â25. Ñêîëüêî òî÷åê ìàêñèìóìà èìååò ôóíêöèÿ y = |x2 – 4|x||?

Â26. Ñêîëüêî òî÷åê ìèíèìóìà èìååò ôóíêöèÿ y = x2 – 4|x| + 3?

Â27. Íàéäèòå äëèíó ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ y = sin(arcsin x) âîçðà-
ñòàåò.

Â28. Íàéäèòå äëèíó ïðîìåæóòêà, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ y = –cos x (arccos x) óáû âàåò.

Â29. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x= −2
1

2
sin .

Â30. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x= − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2 2

8
sin .

π

Â31. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x x= +2 2cos sin .

Â32. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ +

−
1

3
2

1sin

.

Â21

Â22

Â23

Â24

Â25

Â26

Â27

Â28

Â29

Â30

Â31

Â32
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Â33. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = 2|x – 3| + |x – 4|.

Â34. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f x
x

( ) sin .= +6
2

8

Â35. Íàéäèòå íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè y = ax2 + bx – 4, åñëè 
y(1) = 0 è y(4) = 0.

Â36. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå x, ïðè êîòîðîì ãðàôèê ôóíêöèè 

y x= − −( )3 2 3 ëåæèò âûøå ãðàôèêà ôóíêöèè y x= + +( ) .1 3 2 3

Â33

Â34

Â35

Â36
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3.2. Производная функции

Приращение аргумента и функ ции
y

x

y = f(x)
f(x

0 
+ Δx)

f(x
0
)

x
1

= x
0 

+Δx

Δx

Δ y

x
0

Δx = x
1

− x
0
 — ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà â òî÷êå x

0
;

x
1

= x
0

+ Δx — íà÷àëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà x
0

ïîëó÷èëî ïðèðà-
ùåíèå Δx;

Δy = Δf(x) = f(x
1
) − f(x

0
) — ïðèðàùåíèå ôóíêöèè â òî÷êå x

0
;

Δy = f(x
0

+ Δx) − f(x
0
).

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ïðèðàùåíèå f(x) = 2x2 + 3x − 5 â ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. 1) x = x
0
; f x x x( ) .0 0

2
02 3 5= + −

2) x = x
0
 + Δx, òîãäà f(x

0
+ Δx) = 2(x

0
+ Δx)2 + 3(x

0
+ Δx) − 5 =

=2 2 3 3 50
2

0
2

0( ( ) )x x x x x x+ + + + −Δ Δ Δ 2 4 2 3 3 50
2

0
2

0( ) .x x x x x x= + + + + −Δ Δ Δ

3) Íàéäåì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè:

Δ Δf x f x x f x( ) ( ) ( ) (= + − =0 0

Δ Δ Δx x x x x x x( ( ) ) (= + + + + − − +0
2

0
2

0 0
22 4 2 3 3 5 2 3xx0 5− =) x(4x

0
+ 2Δx + 3).

Îòâåò: Δf(x) = Δx(4x
0
 + 2Δx + 3).

Производная функции f(x )

Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(ff x) â òî÷êå õ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèè 
â òî÷êå õ ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà, åñëè ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

′ =
→

y
y

xx
lim

0Δ

Δ
Δ

; ′ = + −
→

y
f x x f x

xx
lim

( ) ( )
0Δ

Δ
.

Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ íåêîòîðûõ ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ f(ff x) Ïðîèçâîäíàÿ f′(x)

C (C — const) 0
kx + b k

xn n ⋅ xn–1

x, x > 0
1

2 x

1

x
 (x ≠ 0) −

1
2x

1

xn
 (x ≠ 0) − +

n

xn 1

Ï ð è ì å ð . Ïî îïðåäåëåíèþ íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå x
0
.

à) f(x) = 3x2 − 5x + 1; x
0

= 2.

Ðåøåíèå. Δf = f f(x + Δx) − f(x) = ((3(x + Δx)2 − 5(x + Δx) + 1) − (3x2 − 5x + 1) = 6xΔx + 3(Δx)2 −5Δx = 
= Δx(6x + 3Δx − 5);

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ Δ
Δ

Δ
f
x

f x x f x
x

x x x
x

x x=
+ −

=
+ −

= + −
( ) ( ) ( )

;
6 3 5

6 3 5
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′ = = + − = −
→ →

f x
f
x

x x x
x x

( ) lim lim ( ) ;
Δ Δ

Δ
Δ

Δ
0 0

6 3 5 6 5 f′(x
0
) = f′(2) = 6 ⋅ 2 − 5 = 7.

Îòâåò: f′(2) = 7.

á) f x x( ) ;= −7 5 x
0
 = 2.

Ðåøåíèå. Δ Δ Δf x x x x x x= + − − − = + − − −7 5 7 5 7 7 5 7 5( ) ;

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

f
x

f x x f x
x

x x x
x

=
+ −

=
+ − − −( ) ( )

;
7 7 5 7 5

′ =
+ − − −

==
→ →

f x
f
x

x x x
xx x

( ) lim lim
Δ Δ

Δ
Δ

Δ
Δ0 0

7 7 5 7 5

=
+ − − +

+ − + −
=

→
lim

( )Δ

Δ
Δ Δx

x x x

x x x x0

7 7 5 7 5

7 7 5 7 5 + − + −
=

−→
lim ;

Δ Δx x x x x0

7

7 7 5 7 5

7

2 7 5

′ = ′ =
⋅ −

=f x f( ) ( ) .0 2
7

2 7 2 5

7

6

Îòâåò:
7

6
.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: à) y = x25; á) y
x

= 1
10

.

Ðåøåíèå.

a) y′ = (x25)′ = 25x24; á) ′ = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
= −y

x x

1 10
10 11

Îòâåò: à) 25x24; á) −
x

10
11

3.2.1. Геометрический смысл производной
y

x

f(x)

α

a

M

Åñëè ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(ff x) â òî÷êå x = a ìîæíî ïðîâåñòè êàñà-
òåëüíóþ, íåïàðàëëåëüíóþ îñè y, òî f′(a) — óãëîâîé êîýôôèöèåíò êà-
ñàòåëüíîé:

k = f′(a); f′(a) = tgαα .

Уравнение касательной к графику функции y = f(x )
Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä y = kx + b, à â äàííîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó k = f′(a), 

óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â òî÷êå x = a èìååò âèä:

y = f(a) + f′(a)(x − a).

Ñîñòàâëåíèå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ïðè f x
x

( ) ,=
1

õ = 1

1. Âû÷èñëèòü f(a)
f a( ) = =1

1
1

2. Íàéòè f′(x) è âû÷èñëèòü
f′(a) ′ = −f x

x
( ) ;

1
2

′ = ′ = − = −f a f( ) ( )1
1

1
1

2

3. Ïîäñòàâèòü íàéäåííûå
    çíà÷åíèÿ â ôîðìóëó

y = 1 − (x − 1); y = 2 − x.
Îòâåò: y = 2 − x

3.2. Производная функции
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Ï ð è ì å ð  1. Ê ïàðàáîëå y = 3x2 − 5x + 8 â íåêîòîðîé òî÷êå ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ïîä óãëîì 45°
ê îñè àáñöèññ. Íàéäèòå òî÷êó êàñàíèÿ.

Ðåøåíèå. M(x
0
; y

0
) — òî÷êà êàñàíèÿ. Òî÷êà Ì ïðèíàäëåæèò êðèâîé y = 3x2 − 5x + 8, òîãäà 

y x x0 0
2

03 5 8= − + .
Ïî óñëîâèþ, y′(x

0
) = tg 45° = 1. Íî y′ = 6x − 5, òîãäà 6x

0
− 5 = 1; x

0
= 1; y

0
= 6.

Îòâåò: Ì(1; 6).

Ï ð è ì å ð  2. Ê ãðàôèêó ôóíêöèè y
x

=
3

3
 ïðîâåäèòå êàñàòåëüíóþ òàê, ÷òîáû îíà áûëà ïàðàë-

ëåëüíà ïðÿìîé y = 4x + 7.
Ðåøåíèå. Åñëè êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y = 4x + 7, òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé êàñà-

òåëüíîé k = 4.
Íî k = f′(x

0
). Òîãäà f′(x) = x2 è ′ =f x x( ) ;0 0

2 x0
2 4= ; x01

2= èëè x02
2= − .

Òî åñòü èìåþòñÿ äâå êàñàòåëüíûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è:

1) x
0

= 2, òîãäà f x f( ) ( ) ;0 2
8

3
= = f′(x

0
) = f′(2) = 4;

y x= + −
8

3
4 2( ); y x= −4

16

3
;

2) x
0

= −2, òîãäà f x f( ) ( ) ;0 2
8

3
= − = − f′(x

0
) = f′(−2) = 4;

y x= − + +
8

3
4 2( ); y x= +4

16

3
.

Îòâåò: y x= −4
16

3
èëè y x= +4

16

3
.

y

x

f(x)

a

(0; 1)

0

Ï ð è ì å ð  3. Èç òî÷êè (0; 1) ïðîâåäèòå êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó ôóíêöèè 

y x= .
Ðåøåíèå. Ïóñòü x = a — àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ, a > 0;
f a a( ) ;=

′ = ′ =f x x
x

( ) ( ) ;
1

2
′ =f x

a
( )

1

2
.

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: y a
a

x a= + −
1

2
( ).

Ïî óñëîâèþ, êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0; 1). Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå x = 0; y = 1. 
Ïîëó÷èì, ÷òî à = 4.

Òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä:

y x= + −4
1

2 4
4( ),  ò. å. y

x
= +

4
1.

Îòâåò: y
x

= +
4

1.

3.2.2.  Геометрический смысл производной и график функции

Ï ð è ì å ð  1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè è êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêó â òî÷êàõ õ
1
 è õ

2
. 

Ïîëüçóÿñü ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå f′(x
1
) + f′(x

2
).

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó f′(x
1
) = tg 45° = 1; f′(x

2
) = tg 0° = 0, òî f′(x

1
) + f′(x

2
) = 1 + 0 = 1.

Îòâåò: 1.
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2

–2

Ï ð è ì å ð  2. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) è êàñàòåëüíàÿ 
ê íåìó â òî÷êå õ

0
. Íàéäèòå çíà÷åíèå f′(x

0
).

Ðåøåíèå. ′ = = − = −f x( ) .0
2

2
1tg ϕ

Îòâåò: −1.

3.2.3.  Геометрический смысл производной и график производной

Ï ð è ì å ð .  Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y = f(x). 
Íàéäèòå óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x), ïðîâåäåí-
íîé â òî÷êå õ = 1.

Ðåøåíèå. tg ϕ = ′ = ′ =f x f( ) ( ) ,0 1 3 òîãäà ϕ π= =arctg 3
6

.

Îòâåò:
π
6

.

3.2.4. Физический смысл производной

Ôèçè÷åñêèé (ìåõàíè÷åñêèé) ñìûñë ïðîèçâîäíîé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïðîèçâîäíàÿ õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíê öèè ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòà. Åñëè íå-

êîòîðûé ïðîöåññ ïðîòåêàåò ïî çàêîíó s = s(t), òî ïðîèçâîäíàÿ s′(t) âûðàæàåò ñêîðîñòü ïðîòåêàíèÿ 
ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè t.

Íàïðèìåð, ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü v íåðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîèç-
âîäíîé îò ôóíêöèè, âûðàæàþùåé çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî ïóòè s îò âðåìåíè t.

s = s(t) — çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî ïóòè îò âðåìåíè;
v = s′(t) — ñêîðîñòü ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ;
a = v′(t) — óñêîðåíèå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ.

Ï ð è ì å ð . Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó s = 4t3 + t2 + 8 (s èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ, t —
â ñåêóíäàõ).

Íàéäèòå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå â ìîìåíò t = 2 ñ.
Ðåøåíèå. 
1. v = s′(t) = 12t2 + 2t — ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t.
2. v(2) = 12 ⋅ 22 + 2 ⋅ 2 = 48 + 4 = 52 (ì/ñ) — ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè â ìîìåíò t = 2 ñ.
3. a = v′(t) = 24t + 2 — óñêîðåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè â ìîìåíò t.
4. a(2) = 24 ⋅ 2 + 2 = 50 (ì/ñ2) — óñêîðåíèå äâèæåíèÿ â ìîìåíò t = 2 ñ.
Îòâåò: 52 ì/ñ; 50 ì/ñ2.

3.2.5. Таблица производных

Производная тригонометрической функции

Ôóíêöèÿ f(ff x) Ïðîèçâîäíàÿ f′(x)
sinx cosx
cosx −sinx

tgx; x n n≠ + ∈
π

π
2

, Z
1
2cos x

x; x ≠ πn, n ∈ Z −
1
2sin x

3.2. Производная функции
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Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: à) y = x sin x; á) y
x

x
= cos

.

Ðåøåíèå.
à) y′ = (x sin x)′ = x′ sin x + x(sin x)′ = sin x + x cos x;

á) ′ = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
= ′ ⋅ − ⋅ ′ = − −

y
x

x
x x x x

x

x x x

x

cos (cos ) cos ( ) sin cos
2 2

Îòâåò: à) sin x + x cos x; á) 
− −x x x

x

sin cos
.

2

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè: y = sin x â òî÷êå x = π
2

.
Ðåøåíèå.

y′ = (sin x)′ = cos x; ′ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =y
π π
2 2

0cos ;

Îòâåò: à) 0.

Производная показательной функции
(ax)′ = ax ln a; (ex)′ = ex

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:
à) y = 5x; á) y′ = e3–2x.
Ðåøåíèå.
à) y′ = (5x)′ = 5x ln 5;   á) y′ = (e3–2x)′ = e3–2x ⋅ (3 − 2x)′ = −2e3–2x.
Îòâåò: à) 5x ln 5; á) −2e3–2x.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå f′(0), åñëè f(x) = 5x.
Ðåøåíèå.
f′(x) = (5x)′ = 5x ln 5.
f′(0) = 50 ln 5 = ln 5.
Îòâåò: ln 5.

Производная логарифмической функции
(log )

1

lnax x a
′ = ; (ln )

1
x

x
′ = .

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:
à) y = log

2
x; á) y = ln (x2 + 1).

Ðåøåíèå.

à) ′ = ′ =y x
x

(log )
ln

;2
1

2
 á) ′ = + ′ =

+
⋅ + ′ =

+
y x

x
x

x

x
(ln( ))

( )
( ) .2

2
2

2
1

1

1
1

2

1

Îòâåò: à) 
1

2x ln
; á)

2

12

x

x +
.

3.2.6. Производная суммы двух функций

Ïðîèçâîäíàÿ ñóììû ôóíêöèé ðàâíà ñóììå èõ ïðîèçâîäíûõ:

(u + v)′ = u′ + v′.

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

Ðåøåíèå. (cos ) (cos ) ( )x x x x+ ′ = ′ + ′ sinx
x

= − +
1

2
.
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3.2.7. Производная произведения двух функций

Ïðîèçâîäíàÿ ïðîèçâåäåíèÿ:

(u ⋅ v)′ = u′ ⋅ v + v′ ⋅ u.

Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ïðîèçâîäíîé:

(CU(x))′ = C ⋅ U′(x).

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè: y = x2 sin x.
Ðåøåíèå.

′ = ′ = ′ + ′ = +y x x x x x x x x x x( sin ) ( ) sin (sin ) sin cos .2 2 2 22

3.2.8. Производная частного двух функций

Ïðîèçâîäíàÿ ÷àñòíîãî:

u

v

u v v u

v

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
= ′ − ′

2
(v ≠ 0); â ÷àñòíîòè

1
2v

v

v

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
=

− ′
.

y
x

x
y

x
=

+
=

3 2 1

sin
; )

cos
.á

Ðåøåíèå. à) 
3 2x

x
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

′

sin

3 2 3 2
2

x x x x

x
=

+ ′ − ′ +( ) sin (sin ) ( )

sin
=

− +3 3 2
2

sin ( ) cos

sin

x x x

x
.

á)
1

2 2cos

(cos )

(cos )

sin

cos
.

x
x

x

x

x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

′
= ′ = −

3.2.9. Производная функции вида y = y f(ff ax + x b)

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèé:
à) y = sin (2x + 3); á) y = 23x–1; â) y = log

2
 (5x − 1).

Ðåøåíèå.
à) y′ = (sin (2x + 3))′ = cos (2x + 3) ⋅ (2x + 3)′ = 2 cos (2x + 3);
á) y′ = (23x–1)′ = 23x–1⋅ ln 2 ⋅ (3x − 1)′ = 3 ln 2 ⋅ 23x–1;

â) ′ = − ′ =
−

⋅ − ′ =
−

y x
x

x
x

(log ( ))
( ) ln

( )
( ) ln

;2 5 1
1

5 1 2
5 1

5

5 1 2

Îòâåò: à) 2 cos (2x + 3); á) 3 ln 2 ⋅ 23x–1; â)
5

5 1 2( ) ln
.

x −

3.2.10. Производная сложных функций

Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè (ôóíêöèÿ îò ôóíêöèè):

(u(v(x)))′ = u′(v(x)) ⋅ v′(x).

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: à) y = sin 17x; á) y x= cos .2

Ðåøåíèå.
à) y′ =(sin 17x)′ = cos 17x ⋅ (17x)′ = 17 cos 17x

á) ′ = ′ = ⋅ ′ = ⋅ − = − = −y x x x x x x(cos ) cos (cos ) cos ( sin ) sin cos sin .2 2 2 2 2

3.2. Производная функции
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 3.2.
«Производная функции»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â36 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè f x
x

( ) = 1
 â òî÷êå x = 1.

Â2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè 3x2 + 5x + 6 â òî÷êå x = 1.

Â3. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó s(t) = 1 + 2t2 (ì). Íàéäèòå ñêîðîñòü (â ì/ñ) äâèæå-
íèÿ òî÷êè â ìîìåíò t = 1 ñ?

Â4. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó s(t) = t2 – 4t + 6 (ì). Â êàêîé ìîìåíò âðåìåíè (â ñ) 
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ðàâíà 10 ì/ñ.

Â5. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó s t
gt

( ) =
2

2
 (ñâîáîäíîå ïàäåíèå). Íàéäèòå ñêîðîñòü 

(â ì/ñ) äâèæåíèÿ òî÷êè â ìîìåíò t = 2 ñ, g = 5 ì/ñ2.

Â6. Íàéäèòå óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå y = x2 – 4x â òî÷êå 
ñ àáñöèññîé x = 2,5.

Â7. Íàéäèòå óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå y = x2 + x â òî÷êå 
ñ àáñöèññîé x = 3.

Â8. Íàéäèòå îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè 

f x
x
x

( ) = +
−

3 1

2
â òî÷êå ñ àáñöèññîé x

0
= 3 è îñüþ Oy.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8
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Â9. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f x x e x( ) = + −6 2 4 4  â òî÷êå x
0

= 1.

Â10. Íàéäèòå f′(–1), åñëè f x
x

( ) .=
−
2

1

Â11. Íàéäèòå óãîë (â ãðàäóñàõ) ìåæäó êàñàòåëüíîé ê ïàðàáîëå y = x2 – 2x + 3 è ïî-
ëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè àáñöèññ â òî÷êå x

0
= 0,5.

Â12. Êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = f(x) â òî÷êå ñ àáñöèññîé x
0
 îáðàçóåò ñ ïî-

ëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè Ox óãîë 45°. Íàéäèòå f′(x
0
).

Â13. Òî÷êà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó s(t) = 2 + 20t – 5t2. Íàéäèòå ìãíî-
âåííóþ ñêîðîñòü (â ì/ñ) äâèæåíèÿ òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ñ (s èçìåðÿ-
åòñÿ â ì).

Â14. Òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ïî çàêîíó s t t t t( ) = − +2

3
2 43 2 (âðåìÿ t èçìåðÿ-

åòñÿ â ñåêóíäàõ, ïóòü s — â ìåòðàõ). Íàéäèòå óñêîðåíèå åãî äâèæåíèÿ â ìî-
ìåíò âðåìåíè t = 10 ñ.

Â15. Ê ãðàôèêó ôóíêöèè y = –0,5x2 ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå ñ àáñöèññîé 
x

0
= –3. Âû÷èñëèòå òàíãåíñ óãëà íàêëîíà ýòîé êàñàòåëüíîé ê ïîëîæèòåëüíî-

ìó íàïðàâëåíèþ îñè àáñöèññ.

Â16. Âû÷èñëèòå f′(1), åñëè óãîë ìåæäó êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóí-
êöèè y = f(x) â òî÷êå ñ àáñöèññîé x

0
= 1, è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè 

Ox ðàâåí 135°.

Â17. Íàéäèòå óãîë (â ãðàäóñàõ) ìåæäó îñüþ Ox è êàñàòåëüíîé ê êðèâîé y = x3 – 
– x2 – 7x + 6 â òî÷êå M(2; –4).

Â9

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17
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Â18. Íàéäèòå, ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè 

y = x3 + ax2 â òî÷êå ñ àáñöèññîé x
0

= –1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó N(3; 4).

Â19. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) = sin x + cos x â òî÷êå x
0

= 0.

Â20. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) = (x2 – 1)(x3 + x) â òî÷êå x
0

= –1.

Â21. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f x
x

x
( ) =

+2 1
 â òî÷êå x

0
= 0.

Â22. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(õ)= x cos x â òî÷êå x
0

= π.

Â23. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = sin (x2) â òî÷êå x = 0.

Â24. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y x= −2 5 â òî÷êå x = 3.

Â25. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = 3 sin x – 2 cos x â òî÷êå x = π
2

.

Â26. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = cos2 x â òî÷êå x = π
12

.

Â27. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = sin3 x â òî÷êå x = π
3

.

Â28. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè y = ln sin x â òî÷êå x = π
4

.

Â29. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y
x

x
= −1 4

4

cos

sin
â òî÷êå x = − π

8
.

Â18

Â19

Â20

Â21

Â22

Â23

Â24

Â25

Â26

Â27

Â28

Â29
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Â30. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ x çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) = x2 + x ðàâíî 
íóëþ?

Â31. Óêàæèòå êîëè÷åñòâî ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ y
x x

=
− +

1

4 32
 óáû-

âàåò.

Â32. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) = 4x ln x + 5 ïðè x = e.

Â33. Âû÷èñëèòå f′(4), åñëè f x x x( ) .= −3 2

Â34. Âû÷èñëèòå g′(1), åñëè g x x x
x

( ) ln .= − 1

Â35. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé y x x= +ln( )1 2 â òî÷êå x = 1.

Â36. Âû÷èñëèòå f′(ln 3), åñëè f(x) = 5ex – 8x.

Â30

Â31

Â32

Â33

Â34

Â35

Â36
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3.3. Исследование функций с помощью производной

3.3.1. Промежутки монотонности

y = f(x)

f(x
1
)

y

x

f(x
2
)

a bx
1 x

2
0

  1. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíê öèè íà ïðîìåæóòêå

Ôóíêöèÿ y = f(x) âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå (a; b) ⇒ x
1

> x
2

⇒
⇒ f(x

1
) > f(x

2
) äëÿ âñåõ x

1
; x

2
∈ (a; b).

Ôóíêöèÿ y = f(x) óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå (a; b) ⇒ x
1

> x
2

⇒ f(x
1
) < f(x

2
)

äëÿ âñåõ x
1
; x

2
∈ (a; b).

y = f(x)f(x
1
)

y

x

f(x
2
)

a bx
1 x

2
0

  2. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âîçðàñòàíèÿ, óáûâàíèÿ ôóíêöèé

Åñëè f′(x) > 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a; b) ⇒ ôóíêöèÿ y = f(x) âîçðàñòàåò íà ïðî-
ìåæóòêå (a; b).

Åñëè f′(x) < 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a; b) ⇒ ôóíêöèÿ y = f(x) óáûâàåò íà ïðîìå-
æóòêå (a; b).

Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà, òî èõ ìîæíî ïðèñî-
åäèíèòü ê ïðîìåæóòêó âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ) ôóíêöèè.

       3. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèé
y = f(x)

 
y

xa b0

Åñëè f′(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ (a; b) ⇒ ôóíêöèÿ y = f(x) ïîñòîÿííà íà ïðîìå-
æóòêå (a; b).

4. Íàõîæäåíèå ïðîìåæóòêîâ âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ ôóíêöèé

y = 3x − x3 y
x x
x

=
+
−

2 6

2

1) Íàéäåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

D(y) = R D(y) = (−∞; 2) ∪ (2; +∞)

2) Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ è ðàçëîæèì åå íà ìíîæèòåëè (åñëè âîçìîæíî)

y′ = 3 − 3x2 = 3(1 − x2) = 3(1 − x)(x + 1)
′ =

+ − − + ⋅
−

=y
x x x x

x

( )( ) ( )

( )

2 6 2 6 1

2

2

2

=
− −

−
=

+ −
−

x x

x

x x

x

2

2 2

4 12

2

2 6

2( )

( )( )

( )
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3) Èññëåäóåì çíàê ïðîèçâîäíîé ìåòîäîì èíòåðâàëîâ

y′

− + −
− 1 1

y

y′− 2 62

+ − − +
y

4) Âûáèðàåì ïðîìåæóòêè, â êîòîðûõ f′(x) > 0; f′(x) < 0

f′(x) > 0, x ∈ (−1; 1);
f′(x) < 0, x ∈ (−∞; −1) ∪ (1; +∞)

f′(x) > 0, x ∈ (−∞; −2) ∪ (6; +∞);
f′(x) < 0, x ∈ (−2; 2) ∪ (2; 6)

5) Çàïèñûâàåì ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ) ñ ó÷åòîì íåïðåðûâíîñòè íà êîíöàõ ïðîìå-
æóòêà

âîçðàñòàåò íà [−1; 1];
óáûâàåò íà (−∞; −1] è [1; +∞)

âîçðàñòàåò íà (−∞; −2] è [6; +∞);
óáûâàåò íà [−2; 2) è (2; 6]

3.3.2.  Промежутки монотонности и график производной

Ï ð è ì å ð  1. Ïî ãðàôèêó ïðîèçâîäíîé, èçîáðàæåííîìó íà ðèñóíêå, îïðåäå-
ëèòå, íà êàêèõ ïðîìåæóòêàõ ôóíêöèÿ y = f(x):

à) âîçðàñòàåò; á) óáûâàåò.
Ðåøåíèå.
à) Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, åñëè f′(x) > 0. Òàê êàê f′(x) > 0, åñëè x ∈ (−∞; −2); 

x ∈ (2; +∞), òî ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò, åñëè x ∈ (−∞; −2]; x ∈ [2; +∞).
á) Ôóíêöèÿ óáûâàåò, åñëè f′(x) < 0. Òàê êàê f′(x) < 0, åñëè x ∈ (−2; 2), òî 
ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, åñëè x ∈ [−2; 2].

Îòâåò: à) x ∈ (−∞; −2], x ∈ [2; +∞); á) x ∈ [−2; 2].

3.3.3. Экстремумы функции

1. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè

Ïóñòü y = f(x) — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, x
0
— âíóòðåííÿÿ òî÷êà åå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Åñëè f′(x
0
) = 0 èëè f′(x

0
) íå ñóùåñòâóåò ⇒ x

0
— êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà.

 f ′(x
0
) = 0

xx
0

0

x
0

y

xx
0

0

y

f ′(x) — íå 
ñóùåñòâóåò

2. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå x = x
0
, òî â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíàÿ ëèáî ðàâíà 

íóëþ, ëèáî íå ñóùåñòâóåò.
Åñëè x

0
 — òî÷êà ýêñòðåìóìà ⇒ f′(x

0
) = 0 èëè f′(x

0
) — íå ñóùåñòâóåò.

Òî÷êè ýêñòðåìóìà íåîáõîäèìî èñêàòü òîëüêî ñðåäè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, íî íå êàæäàÿ êðèòè÷åñ-
êàÿ òî÷êà, â êîòîðîé f′(x

0
) = 0 èëè íå ñóùåñò âóåò, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ýêñòðåìóìà.
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y

x0 x
0

f ′(x
0
) = 0

y = f(x)

— íå ñóùåñòâóåò

xx
0

0

y

f ′(x
0
)

f′(x
0
) = 0, íî x

0
íå ÿâëÿåòñÿ 

òî÷êîé ýêñòðåìóìà
f′(x

0
) íå ñóùåñòâóåò,

íî x
0
íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé 

ýêñòðåìóìà

3. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà

Ïåðâûé ïðèçíàê
Åñëè x

0
 — êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, f′(x

0
) = 0 èëè f′(x

0
) — íå ñóùåñòâóåò, òîãäà:

à) åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x
0
ïðîèçâîäíàÿ f′(x) ìåíÿåò çíàê ñ «+» íà «−», òî

+ y ′

x
0

–

x
0
 — òî÷êà ìàêñèìóìà;

xx
0

0

y
f ′(x

0
) = 0  íå ñóùåñòâóåò

xx
0

0

y f ′(x
0
)

x
0

= x
max

á) åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x
0
 ïðîèçâîäíàÿ f′(x) ìåíÿåò çíàê ñ «−» íà «+», òî

– y ′

x
0

+

x
0
— òî÷êà ìèíèìóìà. 

x

x
0

0

y

 f ′(x
0
) = 0

íå ñóùåñòâóåò

xx
0

0

y  f ′(x
0
)

x
0
 = x

min

Âòîðîé ïðèçíàê
Åñëè f′(x

0
) = 0 è f″(x

0
) < 0 ⇒ x

0
— òî÷êà ìàêñèìóìà.

Åñëè f′(x
0
) = 0 è f″(x

0
) > 0 ⇒ x

0
— òî÷êà ìèíèìóìà.
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4. Íàõîæäåíèå òî÷åê ýêñòðåìóìà è ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèé

f(x) = 2x2 − x4 f x x x( ) = +2 93 2

1) Íàéäåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíê öèè

D(f) = R 2x3 + 9x2 ≥ 0; x2(2x + 9) ≥ 0;
D(f) = [−4,5; +∞)

x

− ++ ++
04,5

2) Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ

f′(x) = 4x − 4x3 = 4x(1 − x2) =  4x(1 − x)(1 + x)
′ = +

+
= +

+
f x

x x

x x

x x

x x
( )

( )

( )

6 18

2 2 9

3 3

2 9

2

3 2 2

3) Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:
à) f′(x) íå ñóùåñòâóåò;
á) f′(x) = 0

f′(x) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ
x ∈ R;
f′(x) = 0; x = 0; x = 1; x = −1

f′(x) íå ñóùåñòâóåò, åñëè õ = 0.
x = −4,5 íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé îáëàñ-
òè îïðåäåëåíèÿ;
f′ = 0; x = −3

4) Îïðåäåëèì çíàê ïðîèçâîäíîé íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ðàç-
áèâàþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

− 1 10

+ − −+
f ′ (x)

f (x)

f ′ (x)

f (x)

−++ ++
0− 3–4– ,5

5) Íàéäåì òî÷êè ýêñòðåìóìà
x = −1 — òî÷êà ìàêñèìóìà;
x = 0 — òî÷êà ìèíèìóìà;
x = 1 — òî÷êà ìàêñèìóìà

x = −3 — òî÷êà ìàêñèìóìà;
x = 0 — òî÷êà ìèíèìóìà

6) Íàéäåì ýêñòðåìóìû ôóíêöèé

f
min

ff  = f(0) = 0;
f

max
ff  = f(−1) = 1;
f

max
ff = f(1) = 1

f fmax ( ) ;= − =3 3 3
f

min
ff  = f(0) = 0

3.3.4. Точки экстремумов функции 

Ï ð è ì å ð .  Ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì ïðîèçâîäíîé y = f′(x), èçîáðàæåííûì íà ðèñóíêå, óêàæèòå 
òî÷êè ýêñòðåìóìà.

Ðåøåíèå. õ = −2 — òî÷êà ìèíèìóìà, ïîñêîëüêó çíàê ïðîèçâîäíîé, ïåðåõîäÿ ÷åðåç òî÷êó õ = −2, 
ìåíÿåò «−» íà «+».

õ = 0 — òî÷êà ìàêñèìóìà, ïîñêîëüêó çíàê ïðîèçâîäíîé, ïåðåõîäÿ ÷åðåç òî÷êó õ = 0, ìåíÿåòñÿ 
ñ «+» íà «−».

3.3. Исследование функции с помощью производной



Раздел 3. Функции192

õ = 2 — òî÷êà ìèíèìóìà, ïîñêîëüêó çíàê ïðîèçâîäíîé, ïåðåõîäÿ ÷åðåç òî÷êó õ = 2, ìåíÿåòñÿ 
ñ «−» íà «+».

Îòâåò: õ = −2, õ = 2 — òî÷êè ìèíèìóìà; õ = 0 — òî÷êà ìàêñèìóìà.

3.3.5. Наибольшее и наименьшее значения функции

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî ñðåäè åå çíà÷åíèé íà ýòîì îòðåçêå åñòü íà-
èáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

Íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ôóíêöèÿ ìîæåò äîñòèãàòü êàê íà êîíöàõ îòðåçêà, òàê 
è âíóòðè íåãî.

Åñëè íàèáîëüøåå (èëè íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ âíóòðè îòðåçêà, òî òîëüêî 
â ñòàöèîíàðíîé èëè êðèòè÷åñêîé òî÷êå.

y

xa bx
max

x
min

f(x
min

)

f(x
max

)

f(b)

y

x

f(x
max

)

a bx
max

0

max ( ) ( );
[ ; ]

max
a b

f x f x= min ( ) ( )
[ ; ]

min
a b

f x f x= max ( ) ( );
[ ; ]

max
a b

f x f x= min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f b=

f(a)
y

x

f(x
min

)

a bx
min

0

y

x

f(b)

a bx
maxx

min

f(a)

max ( ) ( );
[ ; ]a b

f x f a= min ( ) ( )
[ ; ]

min
a b

f x f x= max ( ) ( );
[ ; ]a b

f x f a= min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f b=

Îòñþäà âûòåêàåò ïðàâèëî îòûñêàíèÿ íàèìåíüøèõ è íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé íà îòðåçêå, êîòîðîå 
ìû ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå.

Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = x3 − 3x2 − 45x + 225 íà îòðåçêå [0; 6].

1. Íàéäåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(y) D(y) = R

2. Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ y′ y′ = 3x2 − 6x − 45 = 3(x2 − 2x − 15) = 
= 3(x − 5)(x + 3)

3. Íàéäåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè (â êîòîðûõ y′(x) = 0 èëè
íå ñóùåñòâóåò)

y′ ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ x ∈ R.
y′ = 0; 3(x − 5)(x + 3) = 0; x = 5; x = −3

4. Âûáåðåì òå, êîòîðûå ïðèíàä ëåæàò äàííîìó îòðåçêó x = 5 ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [0; 6]

5. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = f(x) â ýòèõ êðèòè-
÷åñêèõ òî÷êàõ è íà êîíöàõ îòðåçêà

y(0) = 225; y(5) = 50; y(6) = 63

6. Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è âûáåðåì ñðåäè 
íèõ íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé, çàïèøåì îòâåò

max ( ) ( ) ;
[ ; ]0 6

0 225y x y= =

min ( ) ( ) .
[ ; ]0 6

5 50y x y= =
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3.3.6.  Точки, в которых функция достигает наибольшего или наименьшего
значения и график производной

Ï ð è ì å ð .  Ôóíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå (−1; 4). Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê 
åå ïðîèçâîäíîé. Íàéäèòå òî÷êó õ

0
, â êîòîðîé ôóíêöèÿ y = f(x) ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå çíà÷åíèå.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ íà ïðîìåæóòêå (−1; 2) ïîëîæèòåëüíàÿ, òî ôóíêöèÿ íà äàííîì 
ïðîìåæóòêå âîçðàñòàåò, à íà ïðîìåæóòêå (2; 4) ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ, çíà÷èò, ôóíêöèÿ 
óáûâàåò. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò â òî÷êå õ

0
= 2.

Îòâåò: õ
0

= 2.

3.3.7. Построение графиков функций

Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ïðîâîäÿò â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
1) íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè;
2) íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè;
3) óòî÷íèòü ÷åòíîñòü (íå÷åòíîñòü), ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè;
4) íàéòè ïðîèçâîäíóþ è êðèòè÷åñêèå òî÷êè;
5) íàéòè ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ), òî÷êè ýêñòðåìóìà è ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ 

ôóíêöèè;
6) óÿñíèòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà êîíöàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
7) ïîñòðîèòü ãðàôèê.

Ï ð è ì å ð .  Èññëåäóéòå ôóíêöèþ f(x) = x3 − 3x2 è ïîñòðîéòå åå ãðàôèê.
Ðåøåíèå.
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — R.
2. Íàéäåì àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Îõ:
x3 − 3x2 = 0; x2(x − 3) = 0; x = 0; x = 3.
Íàéäåì îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Îó:
y = 03 − 3 ⋅ 02 = 0.
3. Ïîñêîëüêó f(−x) = (−x)3 = 3 ⋅ (−x)2 = −x3 − 3x2, òî ôóíêöèÿ îáùåãî âèäà, íå ïåðèîäè÷åñêàÿ.
4. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ f′(x) = 3x2 − 6x = 3x(x − 2).
Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:
f′(x) = 0; 3x(x − 2) = 0; x = 0; x = 2.
5. Íàõîäèì ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè, òî÷êè ýêñòðåìóìîâ è ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

x (−∞; 0) 0 (0; 2) 2 (2; +∞)

f′(x) + 0 — 0 +

f(x) / 0 2 −4 /

max min
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6. Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè.

3.3.8.  Решение текстовых задач на нахождение наибольшего (наименьшего)
значения величины с помощью производной

Äëÿ îòûñêàíèÿ íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðóåìîé âíóòðè 
îòðåçêà è íåïðåðûâíîé íà åãî êîíöàõ, íóæíî íàéòè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè, ëåæàùèå 
âíóòðè îòðåçêà, âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ è íà êîíöàõ îòðåçêà, à çàòåì èç âñåõ 
ïîëó÷åííûõ ÷èñåë âûáðàòü íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = x4 − 8x2 − 9 íà îòðåçêå 
[−1; 3].

Ðåøåíèå. Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè:
y′ = (x4 − 8x2 − 9)′ = 4x3 − 16x = 4x(x − 2)(x + 2) = 0 ⇔ x = 0, x = −2, x = 2 — êðèòè÷åñêèå òî÷êè. 

Â ïðîìåæóòêå x ∈ (−1; 3) ëåæàò äâå êðèòè÷åñêèå òî÷êè: x = 0, x = 2.
y(0) = 04 − 8 ⋅ 02 − 9 = −9, y(2) = 24 − 8 ⋅ 22 − 9 = − 25,
y(−1) = (−1)4 − 8(−1)2 − 9 = −16, y(3) = 34 − 8 ⋅ 32 − 9 = 0.
Îòñþäà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = x4 − 8x2 − 9 äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x = 2 è ðàâíî −25, 

à íàèáîëüøåå — â òî÷êå x = 3 è ðàâíî 0. Êðàòêî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

min ,
;

y y
−[ ]

= ( ) = −
1 3

2 25 max .
;

y y
−[ ]

= ( ) =
1 3

3 0

Îòâåò: min ,
;

y y
−[ ]

= ( ) = −
1 3

2 25 max .
;

y y
−[ ]

= ( ) =
1 3

3 0

Ï ð è ì å ð  2 . Íàéäèòå íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = 2cosx − cos 2x íà îòðåçêå 
π π
6 2

; .
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

Ðåøåíèå. y′ = −2 sin x + 2 sin 2x = −2 sinx + 4 sinx cosx = 2sinx(−1 + 2cosx) = 0 ⇔

⇔
sin ,

cos

, ,

, .

x

x

x n n

x k k

=

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔
= ∈

= ± + ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

0

1

2 3
2

π
π π

Z

Z

Â ïðîìåæóòêå x ∈ ⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
6 2

;  ëåæèò òîëüêî îäíà êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x =
π
3

. Âû÷èñëÿåì y
π
3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
,

y
π
6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
, y

π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

:

y
π π π
3

2
3

2

3
2

1

2

1

2

3

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − = ⋅ − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=cos cos ;

y
π π π
6

2
6

2

6
2

3

2

1

2
3

1

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − = ⋅ − = −cos cos ;
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y
π π

π
2

2
2

0 1 1
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − = − −( ) =cos cos .

Îòñþäà íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x =
π
2

,  à íàèáîëüøåå — â òî÷êå 

x =
π
3

.

Îòâåò: min ;
;

y y
π π

π

6 2

2
1

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= max .
;

y y
π π

π

6 2

3

3

2⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå äëèíû ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà íàèáîëüøåé ïëîùà-
äè, âïèñàííîãî â ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 18; 24; 30 
è èìåþùåãî ñ íèì îáùèé óãîë.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ΔABCΔΔ — çàäàííûé òðåóãîëüíèê, â êîòîðîì AC = 18, 
AB = 24, BC = 30, ∠A∠∠ = 90°.

AKLM — âïèñàííûé ïðÿìîóãîëü íèê íàèáîëüøåé ïëîùàäè, èìåþùèé 
ñ äàííûì òðåóãîëüíèêîì îáùèé óãîë A. Ïóñòü AM = KL = x, AK = ML = z. 
Òîãäà MC = AC − AM = 18 − x, BK = AB − AK = 24 − z.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ BKL è BAC ïîëó÷àåì:

BK
KL

AB
AC

z
x

= ⇒ − = = ⇔24 24

18

4

3
− z) = 4x ⇔ z x= −24

4

3
.

Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà AKLM

S AM AK x z x x x x S xAKLM = ⋅ = ⋅ = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − = ( )24
4

3
24

4

3
2 .

′ ( ) = − = ⇔S x x24
8

3
0 x = 9 — òî÷êà ìàêñèìóìà ôóíêöèè, ïîñêîëüêó ïðè x < 9 S′(x) > 0, à ïðè

x > 9 S′(x) < 0.

S x x x( ) = −24
4

3
2; AM = KL = x = 9, AK ML z x= = = − = − ⋅ =24

4

3
24

4

3
9 12.

îáðàçîì, ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà íàèáîëüøåé ïëîùàäè x = 9, z = 12.
Îòâåò: x = 9, z = 12.

Ï ð è ì å ð  4. Íàéäèòå âûñîòó öèëèíäðà çàäàííîãî îáúåìà V, êîòîðûé èìååò íàèìåíüøóþ ïîë-
íóþ ïîâåðõíîñòü.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ðàâåí x. Ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü 
öèëèíäðà S = 2πxH + 2πx2, ãäå H — âûñîòà öèëèíäðà.

V x H H
V
x

= ⇒ =π
π

2

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå H â ôîðìóëó äëÿ ïîëíîé ïîâåðõíîñòè S, ïîëó-
÷àåì:

S x
V
x

x
V
x

x S x= ⋅ + = + = ( )2 2
2

2
2

2 2π
π

π π .

′ ( ) = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ = − + = ⇔ = ⇔ =S x V
x

x
V

x
x x

V
x

V
2

1
2 2

2
4 0

2 22 2

3 3π π
π π

.

Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x
V

=
2

3

π
ïðîèçâîäíàÿ S′(x) ìåíÿåò çíàê ñ «−» íà «+», òî 

x
V

=
2

3

π
— òî÷êà ìèíèìóìà.

Âûñîòà öèëèíäðà H
V
x

V
V

V
V

V
= = ⋅

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
=

⋅
⋅

=
π π

π π
π π2

3

2
3 2

3 2
3 3

2 4 4
.

Îòâåò: H
V

=
4

3

π
.

3.3. Исследование функции с помощью производной
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 3.3.
«Исследование функции с помощью производной»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Ñêîëüêî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èìååò ôóíêöèÿ y = x3 – 3x2 + 5?

Â2. Íàéäèòå ñóììó êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ôóíêöèè y = x3 + 3x2 – 3x + 19.

Â3. Íàéäèòå òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðèñóíêå.

Íàéäèòå ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæåí íà ðè-
ñóíêå.

Â5. Îïðåäåëèòå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè y = e2x – 2ex.

Â6. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = x3 – 3x íà ïðîìåæóòêå 

[ ; ].− 3 3

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6
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Â7. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = x3 – 3x2, ãäå x ∈ [0; 3].

Â8. Ñêîëüêî òî÷åê ýêñòðåìóìîâ èìååò ôóíêöèÿ f(x) = x3 – 3x?

Â9. Íàéäèòå òî÷êó ìèíèìóìà ôóíêöèè y = x3 – 6x2.

Â10. Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = 2x3 – 3x2.

Â11. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x
x

= + 36
, ãäå x ∈ (0; 10).

Â12. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) = 2x3 – 6x2 + 3 íà ïðîìåæóòêå 
[–1; 1].

Â13. Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå x3 – 3x2 = a, åñëè a ∈ (–4; 0)?

Â14. Íàéäèòå ìèíèìóì ôóíêöèè y = x4 – 4x3.

Â15. Íàéäèòå ìàêñèìóì ôóíêöèè y = 2 ln x – x2.

Â16. Íàéäèòå ëîêàëüíûé ìàêñèìóì ôóíêöèè y = 3x – x3.

Â17. Íàéäèòå ìèíèìóì ôóíêöèè y = x4 – 4x2.

Â18. Íà ïàðàáîëå y = x2 íàéäèòå òî÷êó A(x
0
; y

0
), ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî òî÷êè 

A 2
1

2
;

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì. Â îòâåò çàïèøèòå x

0
 + y

0
.

Â7

Â8

Â9

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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3.4. Первообразная

Ôóíêöèþ y = F(x) íàçûâàþò ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè y == f(ff x) íà çàäàííîì ïðîìåæóòêå Õ, 
åñëè äëÿ âñåõ õ èç Õ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: F′′(x) == f(ff x).

 Åñëè y = F(x) — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè y = f(x), òî ó ôóíêöèè y = f(x) áåñêîíå÷íî ìíîãî 
ïåðâîîáðàçíûõ è âñå îíè èìåþò âèä y = F(x) + C, ãäå Ñ — ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî (îñ-
íîâíîå ñâîéñòâî ïåðâîîáðàçíîé).

Ôóíêöèÿ ó = f(ff x) Ïåðâîîáðàçíàÿ ó = F(x)

0 C

1 x + C

xn (n ≠ −1) x
n

C
n+

+
+

1

1

1
2x

− +1

x
C

1

x
2 0x C x+ >( )

x −cos x + C

cos x sin x + C

1
2sin x

−ctg x + C

1
2cos x

tg x + C

1

x

ln |x| + C

ex ex + C

ax a
a

C
x

ln
+

Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, à îïåðàöèÿ íà-
õîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé — èíòåãðèðîâàíèåì.

Èíòåãðèðîâàíèå — îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ äèôôåðåíöèðîâàíèþ.
Åñëè ôóíêöèÿ y = f(x) èìååò íà ïðîìåæóòêå õ ïåðâîîáðàçíóþ y = F(x), òî ìíîæåñòâî âñåõ ïåð-

âîîáðàçíûõ, ò. å. ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà F(x) + C, íàçûâàþò íåîïðåäåëåííûì èíòåãðàëîì îò 
ôóíêöèè y = f(x) è îáîçíà÷àþò f x dx( ) .∫ Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ïåðâîîáðàçíûõ, ìîæíî ñîñòàâèòü 
òàáëèöó îñíîâíûõ íåîïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ.

∫

0dx C=∫ sin cosxdx x C= − +∫
dx x C= +∫ cos sinxdx x C= +∫
e dx e Cx x∫ = +

a dx
a

a
Cx

x

= +∫ ln

x dx
x
n

C nn
n

∫ =
+

+ ≠ −
+1

1
1( )

dx

x
x C

sin2
= − +∫ ctg
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dx

x x
C

2

1
∫ = − + dx

x
x C

cos2∫ = +tg

dx

x
x C∫ = +2

dx
x

x C∫ = +ln .

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè f(x) = x6 íà ìíîæåñòâå R.

Ðåøåíèå. Îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ 
x7

7
, òàê êàê

x
x x

7
6 6

7

1

7
7

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
′

= ⋅ = . Òå-

ïåðü â ñèëó îñíîâíîãî ñâîéñòâà ïåðâîîáðàçíîé ïîëó÷àåì îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f:

F x
x

C( ) .= +
7

7

Îòâåò: 
x

C
7

7
+ .

Ï ð è ì å ð  2. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = x3 íàéäèòå ïåðâîîáðàçíóþ, ãðàôèê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç 
òî÷êó Ì = (1; −1).

Ðåøåíèå. Íàéäåì îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè f: F x
x

C( ) .= +
4

4

Òàê êàê F(1) = −1, òî − = +1
1

4

4

C, îòêóäà −4 = 1 + 4C; 4C = −5; C = − 5

4
; C = −1

1

4
. Ñëåäîâàòåëüíî, 

èñêîìàÿ ïåðâîîáðàçíàÿ F x
x

( ) .= −
4

4
1

1

4

Îòâåò: F x
x

( ) .= −
4

4
1

1

4

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå ôóíêöèþ f, åñëè èçâåñòåí îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíûõ F(x) = 3x2 + C.
Ðåøåíèå. Åñëè F(x) = 3x2 + C, òî f(x) = F′(x) = (3x2 + C)′ = 3 ⋅ 2x + 0 = 6x.
Îòâåò: f(x) = 6x.

3.4.1. Первообразная суммы функций

1. Ïåðâîîáðàçíàÿ ñóììû ðàâíà ñóììå ïåðâîîáðàçíûõ.

Åñëè F — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ f, 
à H — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ h

⇒ F + H — ïåðâîîáðàçíàÿ
äëÿ f + f h

Èíòåãðàë îò ñóììû ôóíêöèé ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ ýòèõ ôóíêöèé:

( ( ) ( )) ( ) ( ) .f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫
f(x) = x + cos x.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó äëÿ õ îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ ÿâëÿåòñÿ
x2

2
,  à äëÿ cos x îäíîé èç ïåðâîîá-

ðàçíûõ ÿâëÿåòñÿ sin x, òî îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè x + cos x åñòü ôóíêöèÿ 
x

x
2

2
+ sin ,

ñëåäîâàòåëüíî, F x
x

x C( ) sin .= + +
2

2

Îòâåò: F x
x

x C( ) sin .= + +
2

2

3.4. Первообразная
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3.4.2.  Первообразная произведения функции на число

Åñëè F — ïåðâîîáðàç-
íàÿ äëÿ f

⇒
1

k
F kx b( )+ — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ

f(kx + b); k è b = const, k ≠ 0

Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èíòåãðàëà:

kf x dx k f x dx( ) ( ) .∫ ∫=

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèè

f(x) = 5ex + 7 sin x − 3x2.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè ex ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ex, òî îäíîé èç 

ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè 5ex ÿâëÿåòñÿ 5ex; ïîñêîëüêó îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè sin x
ÿâëÿåòñÿ −cos x, òî îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè 7 sin x ÿâëÿåòñÿ −7 cos x; ïåðâîîáðàçíîé 

äëÿ ôóíêöèè 3x2 ÿâëÿåòñÿ 3
3

3
3⋅ =x

x . Ñëåäîâàòåëüíî, F(x) = 5ex − 7 cos x − x3 + C.

Îòâåò: F(x) = 5ex − 7 cos x − x3 + C.

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå: ( cos ) .1 3 4+ −∫ e x dxx

Ðåøåíèå. ( cos )1 3 4 1 3+ − = + −∫ ∫ ∫e x dx dx e dxx x

cos sin .4 3 4− = + − +∫ xdx x e x Cx

Îòâåò: x e x Cx+ − +3 4sin .

Åñëè f x dx F x C( ) ( ) ,∫ = + òî f kx m dx
F kx m

k
C( )

( )
.+ = + +∫

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèé:
à) f(x) = (7 − 3x)5; á) f(x) = e2x–1.
Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè õ5 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
x6

6
, òî èñêîìûå ïåðâîîáðàçíûå 

ðàâíû: F x
x

C
x

C( )
( ) ( )

.= − ⋅ − + = − − +1

3

7 3

6

7 3

18

6 6

á) Ïîñêîëüêó îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè ex ÿâëÿåòñÿ ex, òî èìååì:

F x e Cx( ) .= +−1

2
2 1

Îòâåò: à) F x
x

C( )
( )

;= − − +7 3

18

6

á) F x e Cx( ) .= +−1

2
2 1

3.4.3. Задача о площади криволинейной трапеции

Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ïðîìåæóòêå [a; b], òîãäà îïðå-
äåëåííûì èíòåãðàëîì îò à äî b ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèå ïåðâîîáðàçíîé F(x) ýòîé 

ôóíêöèè, ò. å. f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )∫ = −  (ôîðìóëà Íüþòîíà—Ëåéáíèöà).

×èñëà à è b íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ.
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Геометрический смысл определенного интеграла
S êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè (ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðàôèêîì íå-

ïðåðûâíîé ïîëîæèòåëüíîé íà ïðîìåæóòêå [a; b] ôóíêöèè f(x), îñüþ Îõ
è ïðÿìûìè x = a, x = b), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S f x dx
a

b

= ∫ ( ) .

Вычисление площадей фигур

S f x dx g x dx
a

b

c

b

= −∫ ∫( ) ( ) S f x dx
a

b

= −∫ ( )

S f x dx g x dx
a

c

c

b

= +∫ ∫( ) ( )

S f x g x dx
a

b

= −∫ ( ( ) ( ))

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå: à) x dx2

1

2

−
∫ ; á) ( sin ) .8

0

2

x x dx−∫
π

Ðåøåíèå.

à) x dx
x2

1

2 3 2

1

3 3

3

2

3

1

3

8

3

1

3
3

− −
∫ = = − − = + =( )

;

á) ( sin ) sin cos8 8 8
2

0

2

0

2

0

2 2
2

0

2

0

x x dx xdx xdx
x

x− = − = ⋅ + =∫ ∫ ∫
π π π

π π

= + = −
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
+ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= −4 4
4

0
2

0 12 2

0

2

0

2
2x x

π π
π π πcos cos cos .

Îòâåò: à) 3; á) − 1

2
; â) π2 − 1.

Ï ð è ì å ð  2. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè: y = sin x, y = 0, π ≤ x ≤ 2π.
Ðåøåíèå.

π 2π

Ïîñòðîèì ôèãóðó, ïëîùàäü êîòîðîé íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü. Òîãäà

S xdx x= − = = − =∫ sin cos cos cos .
π

π π

π
π π

2 2

2 2

Îòâåò: 2.

3.4. Первообразная
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 3.4.
«Первообразная»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = sin x íàéäèòå åå ïåðâîîáðàçíóþ F(x), ãðàôèê êîòîðîé 
ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A(π; 2). Â îòâåò çàïèøèòå F(π).

Â2. Äëÿ ôóíêöèè f(x) = 3x2 íàéäèòå åå ïåðâîîáðàçíóþ, ãðàôèê êîòîðîé ïðîõîäèò 
÷åðåç òî÷êó A(0; 1). Â îòâåò çàïèøèòå çíà÷åíèå íàéäåííîé ïåðâîîáðàçíîé, 
åñëè x = 1.

Â3. Âû÷èñëèòå x dx3

1

2

.
−
∫

Â4. Âû÷èñëèòå x dx4

2

1

.
−
∫

Â5. Âû÷èñëèòå sin .2
0

3

xdx

π

∫

Â6. Âû÷èñëèòå 3
2

0

cos .
x

dx
π

∫

Â7. Âû÷èñëèòå x xdx.
1

4

∫

Â8. Ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì ôóíêöèè y x= − −1 2 2( ) , íàéäèòå
2

1 2 2

1

3

π
− −∫ ( ) .x dx

Â9. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = sin x, y = 0, π ≤ x ≤ 2π.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9
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Â10. Âû÷èñëèòå îáúåì (V) òåëà, îáðàçîâàííîãî ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè àáñöèññ VV
êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 3x, y = 0, x = 2. Â îòâåò 

çàïèøèòå
V
π

.

Â11. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = –x2 – 4x è y = 4 + x.

Â12. Âû÷èñëèòå 3 4
22
2

1

2

x x
x

dx− −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟∫ .

Â13. Òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñî ñêîðîñòüþ v(t) = 3t2 + 1 (ì/ñ). Íàéäèòå ïóòü 
(â ì), ïðîéäåííûé òåëîì çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t = 0 ñ äî t = 4 ñ.

Â14. Âû÷èñëèòå 
4

2 3
2

2

1

4

x
x x dx+ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟∫ .

Â15. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 2 + x2 è y = 4 + x.

Â16. Âû÷èñëèòå x dx−∫ 13

2

9

.

Â17. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y x= 2 , 6 – y = 0, x = 0.

Â18. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 2x2 è y = 3x – x2.

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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Тренировочные тестовые задания к разделу 3 

«Функции»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â12 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ.

Â1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x)
è êàñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå x

0
. Íàéäèòå f′(x

0
).

Â2. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè 

y x= − −1 1 2( ) . Íàéäèòå 
1

1 1 2

0

2

π
− −∫ ( ) .x dx

Â3. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ãðàôèê ôóíêöèè y = f(x) è êàñà-
òåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå x

0
. Íàéäèòå f′(x

0
).

Â4. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f(x) = x cos x ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè
àðãóìåíòà x

0
= π.

Â5. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè y = 1 – x, y = 3 – 2x – x2.

Â6. Íàéäèòå óãîë íàêëîíà (â ãðàäóñàõ) ê îñè Ox êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê êðè-
âîé y = x – x2 â òî÷êå ñ àáñöèññîé x

0
= 1.

Â7. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x
x

= + 4
 íà ïðîìåæóòêå [1; 3].

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Тренировочные тестовые задания к разделу 3 «Функции
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Â8. Òåëî äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåéíî ñî ñêîðîñòüþ v(t) = t3 + t (â ì/ñ). Íàéäèòå ïóòü, 
ïðîéäåííûé òåëîì çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè îò t = 1 ñ äî t = 2 ñ.

Â9. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå x, êîòîðîå ïðèíàäëåæèò îáëàñòè îïðåäå-

ëåíèÿ ôóíêöèè y
x

x x= − − − +arcsin lg( ).
5

6
10 242

Íàéäèòå òî÷êó ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = |4 – x2|.

Â11. Íàéäèòå àáñöèññó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè y
x

x
= −

+
1

3
 ñ îñüþ Ox.

Â12. Íàéäèòå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé f x
x

( ) =
−
2

1
ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè àðãóìåí-

òà x
0

= –1.

Часть 2

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé Ñ1–Ñ6 òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ïîëíîå îáîñíî-
âàííîå ðåøåíèå è îòâåò.

Ñ1. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y = log
0,5

(sin x + 5).

Ñ2. Èññëåäóéòå íà ÷åòíîñòü (íå÷åòíîñòü) ôóíêöèþ y = |x – 2| + |x + 2|.

Ñ3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ôóíêöèÿ ó = õ2 + (à – 2)õ + 0,25 íå ïðè-
íèìàåò îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé?

Ñ4. Íàéäèòå îñòðûé óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè, ïðîâåäåííûìè ê êðèâûì y
x

= 18

è y
x

x= +12
2 â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

Ñ5. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè 
y = x2 – 4ax – a4 íàèáîëüøåå?

Ñ6. Íà ïàðàáîëå y = x2 íàéäèòå òî÷êó, íàèìåíåå óäàëåííóþ îò ïðÿìîé 
y = 2x – 4.

Â8

Â9

Â10

Â11

Â12

Тренировочные тестовые задания к разделу  3 «Функции



206

4.1. Про4.1. Проццентыенты

Äëÿ äðîáè 
1

100
 ââåëè ñïåöèàëüíîå îáîçíà÷åíèå: 1% (÷èòàþò: «îäèí ïðîöåíò»).

Ïèøóò: 1
1

100
0 01% , ,= = ò. å. 1% — ýòî îäíà ñîòàÿ.

Òîãäà: 2% = 0,02; 27% = 0,27; 50% = 0,5; 100% = 1; 140% = 1,4.

×òîáû ïåðåâåñòè ïðîöåíòû â äðîáü, íóæíî ÷èñëî ïðîöåíòîâ ðàçäåëèòü íà 100.

×òîáû äðîáü çàïèñàòü â âèäå ïðîöåíòîâ, íóæíî ýòó äðîáü óìíîæèòü íà 100%.

Íàïðèìåð:

1) 25 25 100
25

100

1

4
0 25% : , ;= = = =

2) 3

4

3

4
100

3 25100

4
75= ⋅ = ⋅ =%

%
%.

4.1.1. Основные задачи на проценты

Ê îñíîâíûì çàäà÷àì íà ïðîöåíòû îòíîñÿòñÿ òàêèå: 

• íàõîæäåíèå ïðîöåíòîâ îò ÷èñëà;

• íàõîæäåíèå ÷èñëà ïî åãî ïðîöåíòàì;

• íàõîæäåíèå ïðîöåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ.

Задача 1. Нахождение процентов от числа
Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.

1 ñïîñîá 
1) íàéòè âåëè÷èíó 1%;

2) ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå óìíîæèòü íà ÷èñëî ïðîöåíòîâ.

Ï ð è ì å ð  1 .  Íàéäèòå 12% îò 60.

Ðåøåíèå.
1) 60 : 100 = 0,6 — âåëè÷èíà 1%.

2) 0,6 ⋅ 12 = 7,2.

Îòâåò: 12% îò 60 ñîñòàâëÿþò 7,2.

Раздел 4. Числа и выражения
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2 ñïîñîá
1) ïåðåâåñòè ïðîöåíòû â äðîáü;
2) ïîëó÷åííóþ äðîáü óìíîæèòü íà äàííîå ÷èñëî.

Ï ð è ì å ð  2 .  Ïëîùàäü ïîëÿ ðàâíà 270 ãà. Ïøåíèöåé çàñåÿëè 18% ïîëÿ. Ñêîëüêî ãåêòàðîâ 
çàñåÿëè ïøåíèöåé?

Ðåøåíèå.

1) 18
18

100
0 18% , ;= =

2) 0,18 ⋅ 270 = 48,6 (ãà).
Îòâåò: ïøåíèöåé çàñåÿëè 48,6 ãà ïîëÿ.

3 ñïîñîá. Ñîñòàâèòü ïðîïîðöèþ ïî óñëîâèþ çàäà÷è è ðåøèòü åå.

Ï ð è ì å ð  3 .  Ðàññìîòðèì ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó.
Ðåøåíèå.

Òàê êàê 270 ãà ïîëÿ ñîñòàâëÿåò 100%, à x ãà ñîñòàâëÿåò 18%, 

òî èìååì ïðîïîðöèþ 270 100

18

270 18

100
48 6

x
x= = ⋅ =, , ( ).îòêóäà ãà

Îòâåò: 48,6 ãà.

Задача  2. Нахождение числа по значению его процентов
Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.
1 ñïîñîá 
1) ðàçäåëèòü çíà÷åíèå ïðîöåíòîâ íà ÷èñëî ïðîöåíòîâ, ò. å. íàéòè âåëè÷èíó 1%;
2) ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò óìíîæèòü íà 100.

Ï ð è ì å ð  1 .  Íàéäèòå ÷èñëî, åñëè 18% îò ýòîãî ÷èñëà ñîñòàâëÿþò 54.
Ðåøåíèå.
1) 54 : 18 = 3 — âåëè÷èíà 1%.
2) 3 ⋅ 100 = 300.
Îòâåò: èñêîìîå ÷èñëî ðàâíÿåòñÿ 300.

2 ñïîñîá
1) ïåðåâåñòè ïðîöåíòû â äðîáü;
2) çíà÷åíèå ïðîöåíòîâ ðàçäåëèòü íà ýòó äðîáü.

Ï ð è ì å ð  2 .  ×åìó ðàâíî ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ãîðîäàìè, åñëè 48 êì ñîñòàâëÿþò 24% îò 
ýòîãî ðàññòîÿíèÿ?

Ðåøåíèå.
1) 24% = 0,24;
2) 48 : 0,24 = 200 (êì)
Îòâåò: ðàññòîÿíèå ìåæäó ãîðîäàìè ðàâíî 200 êì.

2 ñïîñîá. Ñîñòàâèòü ïðîïîðöèþ ïî óñëîâèþ çàäà÷è è ðåøèòü åå.

Задача 3. Процентное соотношение двух чисел
Ïðîöåíòíîå ñîîòíîøåíèå äâóõ ÷èñåë — ýòî èõ îòíîøåíèå, âûðàæåííîå â ïðîöåíòàõ. Îíî ïîêà-

çûâàåò, ñêîëüêî ïðîöåíòîâ îäíî ÷èñëî ñîñòàâëÿåò îò äðóãîãî.
Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.
1 ñïîñîá
×òîáû íàéòè ïðîöåíòíîå ñîîòíîøåíèå äâóõ ÷èñåë, íàäî èõ îòíîøåíèå óìíîæèòü íà 100 è ê ðå-

çóëüòàòó äîïèñàòü çíàê ïðîöåíòà.
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Ï ð è ì å ð  1 .  Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñîñòàâëÿåò ÷èñëî 64 îò ÷èñëà 400?
Ðåøåíèå.
64

400
100 16⋅ =% %.

Îòâåò: 16%.

2 ñïîñîá
Ñîñòàâèòü ïðîïîðöèþ ïî óñëîâèþ çàäà÷è è ðåøèòü åå.

Ï ð è ì å ð  2 .  Íàéäèòå ïðîöåíò ñîäåðæàíèÿ ìåäè â ñïëàâå, åñëè 300 ò ýòîãî ñïëàâà ñîäåðæàò 
45 ò ìåäè.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü 300 ò ñïëàâà ñîñòàâëÿåò 100%, òîãäà 45 ò ìåäè ñîñòàâëÿåò x %.

Èìååì ïðîïîðöèþ 
300

45

100 45 100

300
15= = ⋅ =

x
x, (%)îòêóäà

Îòâåò: 15% ìåäè ñîäåðæèòñÿ â äàííîì ñïëàâå.

4.2. Пропорции

Ðàâåíñòâî äâóõ îòíîøåíèé íàçûâàþò ïðîïîðöèåé.
Â áóêâåííîì âèäå ïðîïîðöèþ ìîæíî çàïèñàòü òàê:

a : b = c : d èëè 
a
b

c
d

= .

×èòàþò: «a îòíîñèòñÿ ê b êàê c îòíîñèòñÿ ê d» èëè «îòíîøåíèå a ê b ðàâíî îòíîøåíèþ c ê d».
×èñëà a è d íàçûâàþò êðàéíèìè ÷ëåíàìè ïðîïîðöèè, à ÷èñëà b è c — ñðåäíèìè ÷ëåíàìè ïðî-

ïîðöèè.
Íàïðèìåð, 3,5 : 0,7 = 2,5 : 0,5 — ïðîïîðöèÿ.

16

12

68

51
= — ïðîïîðöèÿ.

4.2.1. Основное свойство пропорции

Ïðîèçâåäåíèå êðàéíèõ ÷ëåíîâ ïðîïîðöèè ðàâíî ïðî èçâåäåíèþ åå ñðåäíèõ ÷ëåíîâ:

åñëè
a

b

c

d
= , òî ad == bc.

Âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè a, b, c è d — ÷èñëà, îòëè÷íûå îò íóëÿ, è ad = bc, òî îòíî-

øåíèå
a
b

è
c
d

ðàâíû è ìîãóò îáðàçîâûâàòü ïðîïîðöèþ
a
b

c
d

= .

Ïðèâåäåííîå ñâîéñòâî äàåò âîçìîæíîñòü óñòàíàâëèâàòü ðàâåíñòâî äâóõ îòíîøåíèé, íå íàõîäÿ 
èõ çíà÷åíèé. 

Íàïðèìåð, ÷òîáû óñòàíîâèòü, îáðàçóþò ëè îòíîøåíèÿ 1,6 : 3,6 è 0,5 : 1,125 ïðîïîðöèþ, äî-
ñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ðàâíû ëè ïðîèçâåäåíèÿ 1,6 ⋅ 1,125 è 3,6 ⋅ 0,5. Ïîëó÷àåì: 1,6 ⋅ 1,125 = 1,8, 
3,6 ⋅ 0,5 = 1,8. Ñîñòàâèì ïðîïîðöèþ: 1,6 : 3,6 = 0,5 : 1,125.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èç ðàâåíñòâà ad = bc ìîæíî ñîñòàâèòü è òàêèå ïðîïîðöèè:
d
b

c
a

a
c

b
d

= =; .
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Ï ð è ì å ð  1 .  Íàéäèòå íåèçâåñòíûé ÷ëåí ïðîïîðöèè: 4,5 : 0,6 = x : 2,4.
Ðåøåíèå. 
Èñïîëüçóÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî ïðîïîðöèè, ïîëó÷àåì: 0,6 ⋅ x = 4,5 ⋅ 2,4;

x = ⋅ =4 5 2 4

0 6
18

, ,

,
.

Îòâåò: 18.

Ï ð è ì å ð  2 .  Äëÿ èçãîòîâëåíèÿ 8 ïðèáîðîâ íåîáõîäèìî 18 êã ìåòàëëà. Ñêîëüêî ïðèáîðîâ ìîæ-
íî èçãîòîâèòü èç 27 êã ìåòàëëà?

Ðåøåíèå.
Òàê êàêèç 18 êã ìåòàëëà ìîæíî èçãîòîâèòü 8 ïðèáîðîâ, òî èç 27 êã ìåòàëëà ìîæíî èçãîòîâèòü 

õ ïðèáîðîâ. Èìååì ïðîïîðöèþ
18

27

8 27 8

18
12= = ⋅ =

x
x, îòñþäà (ïðèá.).

Îòâåò: èç 27 êã ìåòàëëà ìîæíî èçãîòîâèòü 12 ïðèáî ðîâ.

Ï ð è ì å ð  3 .  Ñïëàâ ñîäåðæèò 12% öèíêà. Ñêîëüêî êèëîãðàììîâ öèíêà ñîäåðæèòñÿ â 80 êã 
ñïëàâà?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü â 80 êã ñïëàâà ñîäåðæèòñÿ x êã öèíêà. Ïðèìåì ìàññó ñïëàâà çà 100% è çàïèøåì êðàòêî 

óñëîâèå:
80 êã ñïëàâà — 100%
x êã öèíêà — 12%.
Ñîñòàâèì ïðîïîðöèþ: 

x
12

80

100
= .

x = ⋅ =12 80

100
9 6, (êã).

Îòâåò: â 80 êã ñïëàâà ñîäåðæèòñÿ 9,6 êã öèíêà.

4.2.2. Прямо пропорциональные величины

Äâå âåëè÷èíû íàçûâàþò ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíûìè, åñëè ïðè óâåëè÷åíèè (èëè óìåíüøåíèè) 
îäíîé èç íèõ â íåñêîëüêî ðàç äðóãàÿ óâåëè÷èâàåòñÿ (èëè óìåíüøàåòñÿ) âî ñòîëüêî æå ðàç.

Íàïðèìåð: ñòîðîíà êâàäðàòà è ïåðèìåòð êâàäðàòà — ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíûå âåëè÷èíû; ïóòü 
è âðåìÿ ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ — ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíûå âåëè÷èíû.

Свойство прямо пропорциональных величин
Åñëè äâå âåëè÷èíû ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû, òî îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ýòèõ 

âåëè÷èí ðàâíî îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó.
Âîîáùå, åñëè âåëè÷èíû y è x ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíû, òî ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ óäîâ-

ëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó 
y
x

k= , ãäå k — íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå äëÿ äàííûõ âåëè÷èí ÷èñëî (k ≠ 0).

Ï ð è ì å ð .  Çà íåêîòîðîå âðåìÿ ïîåçä ïðîøåë 360 êì. Êàêîå ðàññòîÿíèå ïðîéäåò ïîåçä çà ýòî æå 
âðåìÿ, åñëè åãî ñêîðîñòü óìåíüøèòñÿ â 4 ðàçà?

Ðåøåíèå.
Ïóòü è ñêîðîñòü ïðè ïîñòîÿííîì âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíûìè âåëè÷èíàìè. 

Ïîýòîìó åñëè ñêîðîñòü óìåíüøèëàñü â 4 ðàçà, òî è ïóòü óìåíüøèëñÿ â 4 ðàçà.
360 : 4 = 90 (êì).
Îòâåò: 90 êì.

4.2. Пропорции
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4.2.3. Обратно пропорциональные величины

Äâå âåëè÷èíû, ïðîèçâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì, íàçû-

âàþòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûìè.

Íàïðèìåð, åñëè ïóòü íå èçìåíÿåòñÿ, òî ñêîðîñòü îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà âðåìåíè.

Свойство обратно пропорциональных величин
Åñëè äâå âåëè÷èíû îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû, òî ïðè óâåëè÷åíèè (óìåíüøåíèè) ïåðâîé âåëè÷è-

íû â íåñêîëüêî ðàç, âî ñòîëüêî æå ðàç óìåíüøàåòñÿ (óâåëè÷èâàåòñÿ) âòîðàÿ âåëè÷èíà. Ïðè ýòîì 

îòíîøåíèå çíà÷åíèé ïåðâîé âåëè÷èíû ðàâíî îáðàòíîìó îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé 

âòîðîé âåëè÷èíû.

Ï ð è ì å ð .  Äëÿ ïåðåâîçêè ãðóçà òðåáóåòñÿ 20 ñàìîñâàëîâ ãðóçîïîäúåìíîñòüþ 2,8 ò. Ñêîëüêî 

ïîòðåáóåòñÿ ñàìîñâàëîâ ãðóçîïîäúåìíîñòüþ 3,5 ò, ÷òîáû ïåðåâåçòè ýòîò ãðóç?

Ðåøåíèå.
1 ñïîñîá. Ïóñòü äëÿ ïåðåâîçêè ãðóçà òðåáóåòñÿ x ñàìîñâàëîâ ãðóçîïîäúåìíîñòüþ 3,5 ò. Òîãäà:

20 ñàìîñâàëîâ — 2,8 ò

x ñàìîñâàëîâ — 3,5 ò.

Êîëè÷åñòâî ñàìîñâàëîâ è ãðóçîïîäúåìíîñòü îäíîãî ñàìîñâàëà — îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûå âå-

ëè÷èíû (èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî ìàññå âñåãî ãðóçà è ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì). Ïîýòîìó:

20 3 5

2 8x
= ,

,
,

x = ⋅ =20 2 8

3 5
16

,

,
(ñàìîñâàëîâ).

Îòâåò: 16 ñàìîñâàëîâ.

2 ñïîñîá. Òàê êàê âåëè÷èíû â çàäà÷àõ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûå, òî ïðè óâåëè÷åíèè îäíîé 

âåëè÷èíû (ãðóçîïîäúåìíîñòè ñàìîñâàëà) â íåñêîëüêî ðàç, äðóãàÿ âåëè÷èíà (êîëè÷åñòâî ñàìîñâà-

ëîâ) óìåíüøèòñÿ âî ñòîëüêî æå ðàç. Ïîýòîìó:

1) 3,5 : 2,8 = 1,25 (ðàç) — óâåëè÷èëàñü ãðóçîïîäúåìíîñòü ñàìîñâàëà.

2) 20 : 1,25 = 16 (ñàìîñâàëîâ).

Îòâåò: 16 ñàìîñâàëîâ.

4.3. Решение текстовых задач

4.3.1. Задачи на движение

Ïðè ðåøåíèå òàêèõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà: 

S = v ⋅ t, 

ãäå v — ñêîðîñòü äâèæåíèÿ, t — âðåìÿ, S — ðàññòîÿíèå, ïðîéäåííîå çà âðåìÿ t ñî ñêîðîñòüþ v.

Îòñþäà

v
S
t

= , t
S
v

= .



211

Òàêæå â çàäà÷àõ íà ðàâíîìåðíîå äâèæåíèå èíîãäà âñòðå÷àåòñÿ óñëîâèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî 
ëèáî äâà òåëà äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, ëèáî îäíî òåëî äîãîíÿåò äðóãîå. Åñëè ïðè ýòîì íà-
÷àëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òåëàìè ðàâíî S, à ñêîðîñòè òåë ðàâíû v

1
 è v

2
, òî:

1) ïðè äâèæåíèè òåë îäíîâðåìåííî íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå îíè âñòðåòÿòñÿ, 

ðàâíî
S

v v1 2+
;

2) ïðè äâèæåíèè òåë â îäíó ñòîðîíó (v
1
 > v

2
) âðåìÿ, ÷åðåç êîòîðîå ïåðâîå òåëî äîãîíèò âòîðîå, 

ðàâíî
S

v v1 2−
.

Ï ð è ì å ð .  Ïåðâûå 20 êì ïóòè âåëîñèïåäèñò äâèãàëñÿ ñî ñêîðîñòüþ íà 5 êì/÷ áîëüøåé, ÷åì 
ñêîðîñòü, ñ êîòîðîé îí ïðåîäîëåë ïîñëåäíèå 20 êì. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ ïðîåõàë âåëîñèïåäèñò âòî-
ðóþ ïîëîâèíó ïóòè, åñëè íà âåñü ïóòü îí ïîòðàòèë 3 ÷ 20 ìèí?

Ðåøåíèå. Ïóñòü âòîðóþ ïîëîâèíó ïóòè âåëîñèïåäèñò åõàë ñî ñêîðîñòüþ x êì/÷. Òîãäà íà ïåðâîé 

ïîëîâèíå ïóòè åãî ñêîðîñòü áûëà (x + 5) êì/÷. Íà ïåðâóþ ïîëîâèíó ïóòè îí ïîòðàòèë 
20

5x +
÷, à íà 

âòîðóþ — 
20

x
÷, ÷òî âìåñòå ñîñòàâèëî 3 ÷ 20 ìèí = 3

1

3
 ÷ 10

3
= ÷. 

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå:

20

5

20 10

3x x+
+ = ;

3 2 2 10 5

0 5

2x x x x

x x

+ +( ) = +

≠ ≠ −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

; ;

x2 – 7x – 30 = 0;
x

1
= 10, x

2
= –3;

x
2

= –3 — íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.
Çíà÷èò, èñêîìàÿ ñêîðîñòü ðàâíà 10 êì/÷.
Îòâåò: 10 êì/÷.

Движение по реке
v

ë
— ñêîðîñòü ëîäêè (ñîáñòâåííàÿ),

v
ð
— ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè.

Òîãäà ñêîðîñòü ëîäêè ïî òå÷åíèþ: v
ïî

= v
ë
+ v

ð
, à ñêîðîñòü ëîäêè ïðîòèâ òå÷åíèÿ: v

ïð
= v

ë
 – v

ð
.

Ï ð è ì å ð .  Òóðèñò ïðîïëûë íà ìîòîðíîé ëîäêå 25 êì ïðîòèâ òå÷åíèÿ ðåêè è âåðíóëñÿ íàçàä íà 
ïëîòó. Íàéäèòå ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè, åñëè íà ïëîòó òóðèñò ïëûë íà 10 ÷ áîëüøå, ÷åì íà ëîäêå, 
à ñîáñòâåííàÿ ñêîðîñòü ëîäêè ñîñòàâëÿåò 12 êì/÷.

Ðåøåíèå.
Ïóñòü ñêîðîñòü òå÷åíèÿ x êì/÷. Òîãäà ñêîðîñòü ëîäêè ïðîòèâ òå÷åíèÿ ðàâíà (12 – x) êì/÷ ⇒ 

⇒ õ < 12. Íà ïëîòó òóðèñò ïëûë 
25

x
÷, à íà ëîäêå — 25

12 − x
÷. Ïî óñëîâèþ ðàçíîñòü ìåæäó ýòèìè 

çíà÷åíèÿìè ðàâíà 10 ÷. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå:

25 25

12
10

x x
−

−
= ;

5 5

12
2

x x
−

−
= ;

60 5 5 24 2

0 12

2− − = −
≠ ≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
x x x x

x x

;

, ;

4.3. Решение текстовых задач
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x2 – 17x + 30 = 0;

x
1

= 15, x
2

= 2.

Êîðåíü x = 15 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, òàê êàê ëîäêà íå ñìîãëà áû ïëûòü ïðîòèâ òå-

÷åíèÿ.

Îòâåò: 2 êì/÷.

4.3.2. Задачи на работу

Îáû÷íî â çàäà÷àõ íà ðàáîòó ñîäåðæàòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû: âðåìÿ t, â òå÷åíèå êîòîðîãî ïðî-

èçâîäèòñÿ ðàáîòà, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü N — ðàáîòà, ïðîèçâåäåííàÿ â åäèíèöó âðåìåíè, è ñîáñòâåí-

íî ðàáîòà A, ïðîèçâåäåííàÿ çà âðåìÿ t.
Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ýòè òðè âåëè÷èíû, èìååò âèä: 

A = N ⋅ t.

Ê çàäà÷àì íà ðàáîòó ìîæíî ñ î÷åâèäíûìè èçìåíåíèÿìè îòíåñòè ÷àñòî âñòðå÷àþùèåñÿ çàäà÷è 

íà ïåðåêà÷èâàíèå æèäêîñòè íàñîñàìè. Â êà÷åñòâå ïðîèçâåäåííîé ðàáîòû â ýòîì ñëó÷àå óäîáíî 

ðàññìàòðèâàòü îáúåì ïåðåêà÷åííîé âîäû.

Ï ð è ì å ð  1 . Îäíîìó ðàáî÷åìó äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ íåîáõîäèìî íà 4 ÷ ìåíüøå, ÷åì âòîðî-

ìó. Ïåðâûé ðàáî÷èé ïðîðàáîòàë 4 ÷, à ïîòîì åãî ñìåíèë âòîðîé. Ïîñëå òîãî, êàê âòîðîé ðàáî÷èé 

ïðîðàáîòàë 4 ÷, îêàçàëîñü, ÷òî âûïîëíåíî
5

6
çàäàíèÿ. Çà ñêîëüêî ÷àñîâ ìîæåò âûïîëíèòü ýòî çà-

äàíèå êàæäûé ðàáî÷èé ñàìîñòîÿòåëüíî?

Ðåøåíèå.
Ïðèìåì çàäàíèå çà 1. Ïóñòü ïåðâîìó ðàáî÷åìó äëÿ âûïîëíåíèÿ çàäà÷è ïîíàäîáèòñÿ x ÷, òîãäà 

âòîðîìó íàäî (x + 4) ÷. Çà 1 ÷àñ ïåðâûé âûïîëíÿåò 1

x
 ÷àñòü çàäàíèÿ, à âòîðîé —

1

4x +
÷àñòü.

Ïåðâûé ðàáî÷èé çà 4 ÷ âûïîëíèë 
4

x
 ÷àñòü çàäàíèÿ, à âòîðîé — 4

4x +
 ÷àñòü. 

Òîãäà èìååì:
4 4

4

5

6x x
+

+
= ;

4 16 4

4

5

6

x x
x x

+ +
+( ) = ;

6 8 16 5 4

0 4

x x x

x x

+( ) = +( )
≠ ≠ −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

; ;

5x2 – 28x – 96 = 0;

x
1

= 8, x
2

= –2,4.

Êîðåíü óðàâíåíèÿ x
2

= –2,4 íå óäîâëåòâîðÿåò ñìûñëó çàäà÷è.

Çíà÷èò, ïåðâûé ðàáî÷èé âûïîëíèò çàäàíèå çà 8 ÷, à âòîðîé — çà 8 + 4 = 12 (÷).

Îòâåò: 8 ÷ è 12 ÷.

Ï ð è ì å ð  2 .  Áàññåéí íàïîëíÿþò âîäîé ñ ïîìîùüþ äâóõ òðóá. Êîãäà ïåðâàÿ òðóáà ïðîðàáîòàëà 

7 ÷, âêëþ÷èëè âòîðóþ òðóáó. Âìåñòå îíè ïðîðàáîòàëè 2 ÷ è çàïîëíèëè áàññåéí. Çà ñêîëüêî ÷àñîâ 

ìîæåò íàïîëíèòü áàññåéí êàæäàÿ òðóáà, ðàáîòàÿ îòäåëüíî, åñëè ïåðâîé òðåáóåòñÿ äëÿ ýòîãî íà 

4 ÷ áîëüøå, ÷åì âòîðîé?
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Ðåøåíèå.
Ïðèìåì îáúåì áàññåéíà çà 1. Ïóñòü âòîðàÿ òðóáà ìîæåò íàïîëíèòü áàññåéí çà x ÷, òîãäà ïåð -

âàÿ — çà (x + 4) ÷. Ïåðâàÿ òðóáà çà 1 ÷ íàïîëíÿåò
1

4x +
÷àñòü áàññåéíà, à âòî ðàÿ — 

1

x
 ÷àñòü.

Ïåðâàÿ òðóáà áûëà îòêðûòà 9 ÷ è íàïîëíèëà çà ýòî âðåìÿ
9

4x +
 ÷àñòü áàññåéíà, à âòîðàÿ çà 2 ÷ 

íàïîëíèëà
2

x
÷àñòü áàññåéíà. 

Ñîñòàâèì óðàâíåíèå:
9

4

2
1

x x+
+ = ;

9 2 8 4

0 4

2x x x x

x x

+ + = +
≠ ≠ −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
,

; ;
x2 – 7x – 8 = 0;

x
1 

= 8, x
2

= –1.
x

2
= –1 íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

Çíà÷èò, âòîðàÿ òðóáà íàïîëíèò áàññåéí çà 8 ÷, à ïåð âàÿ — çà 8 + 4 = 12 (÷).
Îòâåò: 12 ÷ è 8 ÷.

4.3.3. Задачи на сложные проценты

Â áîëåå ñëîæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ íà ïðîöåíòû ÷àñòî ðå÷ü èäåò îá óâåëè÷åíèè èëè óìåíü-
øåíèè âåëè÷èíû íà íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ íóæíî îïðåäåëèòü, îò êàêîãî ÷èñëà 
íàõîäÿò ïðîöåíòû. Íàïðèìåð, åñëè ãîâîðÿò, ÷òî çàðàáîòíàÿ ïëàòà óâåëè÷èëàñü íà 10%, òî ïîíè-
ìàþò, ÷òî îíà óâåëè÷èëàñü íà 10% îò ïðåäûäóùåé çàðàáîòíîé ïëàòû. Ïðè ýòîì, åñëè çíà÷åíèå a
áîëüøå b íà p%, òî çíà÷åíèå b ìåíüøå a íå íà p%. Óâåëè÷åíèþ â 2 ðàçà ñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèå 
íà 100%, à óìåíüøåíèþ â 2 ðàçà — óìåíüøåíèå íà 50%.

Öåíà òîâàðà òåîðåòè÷åñêè ìîæåò óâåëè÷èâàòüñÿ íà ñêîëüêî óãîäíî ïðîöåíòîâ, à óìåíüøàòüñÿ, 
íàïðèìåð, íà 130%, íå ìîæåò.

×àñòî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü çàäà÷è íà ïðîöåíòû áóõãàëòåðàì è ðàáîòíèêàì áàíêîâ.
Äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëà ñëîæíûõ ïðîöåíòîâ:

A A
p

n

n

= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

0 1
100

,

A
0
 — íà÷àëüíûé êàïèòàë, p% — ïðîöåíò ãîäîâûõ, n — ãîäû, íà êîòîðûå ïîëîæåí âêëàä, 

An — íàðàùåííûé êàïèòàë çà n ëåò.
Ï ð è ì å ð  1 .  Ïóñòü âêëàä÷èê îòäàåò ñáåðáàíêó ïîä 5% ãîäîâûõ 2000 åâðî. Ýòî — íà÷àëü-

íûé êàïèòàë (A((
0

= 2000 åâðî). ×åðåç ãîä áàíê íàñ÷èòàåò âêëàä÷èêó çà ýòî 100 åâðî ïðîöåí-
òíûõ äåíåã (5% îò 2000 åâðî). Ïîñëå ýòîãî íà ñ÷åòó âêëàä÷èêà áóäåò 2100 åâðî, ïîñêîëüêó 
2000(1 + 0,05) = 2100. Çà âòîðîé ãîä ïðîöåíòíûõ äåíåã åìó íàñ÷èòàþò óæå 5% îò 2100 åâðî; íàðà-
ùåííûé êàïèòàë âêëàä÷èêà ïîñëå äâóõ ëåò áóäåò ðàâåí 2000(1 + 0,05)2 åâðî. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åðåç 
n ëåò íàðàùåííûé êàïèòàë áóäåò ðàâåí 2000(1 + 0,05)n åâðî.

Îòâåò: 2000(1 + 0,05)n åâðî.
Ïîäîáíûå ïîíÿòèþ ïðîöåíòà — ïðîìèëëå è ïðîáà.
Ïðîìèëëå — ýòî òûñÿ÷íàÿ äîëÿ (1% = 0,001).
Íàïðèìåð, ïÿòèïðîìèëëüíûé ðàñòâîð ñîëè — ýòî ðàñòâîð, â 1000 ã êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ 5 ã ñîëè.
Ïðîáàìè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñïëàâû äðàãîöåííûõ ìåòàëëîâ. Òàê, çîëîòî 875-é ïðîáû — ýòî ñïëàâ, 

â 1000 ã êîòîðîãî ñîäåðæèòñÿ 875 ã ÷èñòîãî çîëîòà.

4.3. Решение текстовых задач
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Ï ð è ì å ð  2 . Âêëàä÷èê ïîëîæèë â áàíê 1000 ðóá. Çà ïåðâûé ãîä åìó íà÷èñëèëè íåêîòîðûé 
ïðîöåíò ãîäîâûõ, à íà âòîðîé ãîä áàíêîâñêèé ïðîöåíò óâåëè÷èëè íà 2%. Â êîíöå âòîðîãî ãîäà íà 
ñ÷åòå áûëî 1188 ðóá. Ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñîñòàâëÿëà áàíêîâñêàÿ ñòàâêà çà ïåðâûé ãîä?

Ðåøåíèå.
Ïóñòü âåëè÷èíà ïðîöåíòíîé ñòàâêè çà ïåðâûé ãîä ðàâíà p%. Òîãäà ñóììà âêëàäà íà êîíåö ïåð-

âîãî ãîäà ñîñòàâèëà 1000 1
100

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

p
ðóá. 

Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî âî âòîðîé ãîä ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà ñîñòàâëÿëà (p((  + 2)%. Ïîýòîìó 
ñóììà âêëàäà íà êîíåö âòîðîãî ãîäà ñîñòàâèëà:

1000 1
100

1
2

100
1188+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=p p
;

1000
100

100

102

100
1188⋅ + ⋅ + =p p

;

(100 + p)(102 + p) = 11880; p2 + 202p2 – 1680 = 0, p
1

= 8, p
2

= –210 — íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 
çàäà÷è.

Îòâåò: â ïåðâûé ãîä áàíêîâñêàÿ ñòàâêà ñîñòàâëÿëà 8%.

4.3.4. Задачи на десятичную форму записи числа

Â íàóêå è òåõíèêå èìåþò äåëî êàê ñ î÷åíü áîëüøèìè, òàê è ñ î÷åíü ìàëûìè ïîëîæèòåëüíûìè 
÷èñëàìè. Èõ óäîáíî çàïèñûâàòü â ñòàíäàðòíîì âèäå.

Ñòàíäàðòíûì âèäîì ÷èñëà x íàçûâàþò åãî çàïèñü â âèäå a ⋅ 10n, ãäå 1 ≤ a < 10 è n — öåëîå 
÷èñëî.

×èñëî n íàçûâàþò ïîðÿäêîì ÷èñëà x.
Íàïðèìåð, ïîðÿäîê ÷èñëà 3,8 ⋅ 1021 ðàâåí 21, à ïîðÿäîê ÷èñëà 2,2 ⋅ 10–18 ðàâåí –18.
Â ñòàíäàðòíîì âèäå ìîæíî çàïèñàòü ëþáîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Íàïðèìåð,
1) 456,9 = 4,569 ⋅ 102;
2) 0,000124 = 1,24 ⋅ 10–4

Ï ð è ì å ð  1 .  Âûïîëíèòå óìíîæåíèå è çàïèøèòå ðåçóëüòàò â ñòàíäàðòíîì âèäå:

( 7 , 3 ⋅ 104) ⋅ (1,7 ⋅ 10–8) = (7,3 ⋅ 1,7) ⋅ (104 ⋅ 10–8) = 12,41 ⋅ 10–4 = 1,241 ⋅ 10–3.

Ï ð è ì å ð  2 .  Âûïîëíèòå äåëåíèå è çàïèøèòå ðåçóëüòàò â ñòàíäàðòíîì âèäå:

3 7 10 7 4 10
3 7 10

7 4 10

3 7

7 4

10

10
0 5 106 4

6

4

6

4
, : ,

,

,

,

,
,⋅( ) ⋅( ) = ⋅

⋅
= ⋅ = ⋅−

− −
110 9 90 5 10 10 5 10= ⋅ ⋅ = ⋅, .

4.3.5. Задачи на концентрацию смеси и сплавы

Ïðîöåíòíûìè ñîäåðæàíèÿìè âåùåñòâ A, B, C â äàííîé ñìåñè íàçûâàþòñÿ âåëè÷èíû pAp %, pB%, 
pC%, ñîîòâåòñòâåííî, âû÷èñëÿåìûå ïî ôîðìóëàì:

pAp % = CAC ⋅ 100%, pB% = CB ⋅ 100%, pC% = CC ⋅ 100%,

ãäå CA, C CÂ, CÑ — ìàññà ñîîòâåòñòâóþùèõ âåùåñòâ.

Ï ð è ì å ð .  Ñêîëüêî ãðàììîâ 4-ïðîöåíòíîãî è ñêîëüêî ãðàììîâ 10-ïðîöåíòíîãî ðàñòâîðîâ ñîëè 
íóæíî âçÿòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü 180 ã 6-ïðîöåíòíîãî ðàñòâîðà?



Ðåøåíèå.
Ñîñòàâèì òàáëèöó ïî óñëîâèþ çàäà÷è:

4% ðàñòâîð 10% ðàñòâîð 6% ðàñòâîð

ìàññà 
ðàñòâîðà

x ã y ã 180 ã

ìàññà ñîëè â ðàñòâîðå 0,04x ã 0,1y ã 180 ⋅ 0,06 = 10,8 (ã)

Ñîñòàâèì è ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé:

x y

x y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

180

0 04 0 1 10 8

,

, , , ;

x y

x y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

180

2 5 540

,

;

2 2 360

2 5 540

x y

x y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

,

;

3 180

180

y

x y

=
+ =

⎧
⎨
⎩

,

;

y

x

=
=

⎧
⎨
⎩

60

120

,

.

Îòâåò: íóæíî âçÿòü 120 ã 4-ïðîöåíòíîãî ðàñòâîðà è 60 ã 10-ïðîöåíòíîãî ðàñòâîðà.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 4.1.
«Проценты»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â36 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Âûðàçèòå â ïðîöåíòàõ ÷èñëî 0,125.

Â2. Âûðàçèòå â âèäå äðîáè 2,45 %.

Â3. Èç ìîëîêà ïîëó÷àþò 10 % òâîðîãà. Ñêîëüêî òâîðîãà (â êã) ïîëó÷àò èç 40 êã 
ìîëîêà?

Â4. Îïðåäåëèòå ïðîöåíò ñîëè â ðàñòâîðå, åñëè â 300 ã ðàñòâîðà ñîäåðæèòñÿ 15 ã 
ñîëè.

Â5. Èç 30 ó÷àùèõñÿ êëàññà 6 — îòëè÷íèêè. Êàêîé ïðîöåíò âñåõ ó÷àùèõñÿ ñî-
ñòàâëÿþò îòëè÷íèêè?

Â6. Ñêîëüêî ñóõîé ðîìàøêè ìîæíî ïîëó÷èòü èç 25 êã ñâåæåé, åñëè îíà ïðè ñóø-
êå òåðÿåò 84 % ñâîåé ìàññû?

Â7. Íàéäèòå x, åñëè 13 % ⋅ x = 65.

Â8. Íà çàâîäå 40 % âñåõ ñòàíêîâ ïåðåâåëè íà ïîâûøåííûå ñêîðîñòè, â ðåçóëüòà-
òå ÷åãî ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà âîçðîñëà íà 30 %. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ 
óâåëè÷èòñÿ ïðîèçâîäñòâî ïðîäóêöèè íà çàâîäå?

Â9. Âêëàä÷èê ïîëîæèë â áàíê íåêîòîðóþ ñóììó äåíåã ïîä 3% ãîäîâûõ. ×åðåç ãîä 
åãî âêëàä ñîñòàâèë 5768 ðóá. Êàêóþ ñóììó äåíåã âêëàä÷èê ïîëîæèë â áàíê?

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9
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Â10. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ óìåíüøèòñÿ ÷èñëî, åñëè åãî ñíà÷àëà óìåíüøèòü íà 
30 %, à çàòåì óâåëè÷èòü íà ñòîëüêî æå ïðîöåíòîâ?

Â11. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ óâåëè÷èòñÿ öåíà àâòîìîáèëÿ, åñëè îíà ñíà÷àëà âîçðîñ-
ëà íà 20%, à ïîòîì óìåíüøèëàñü íà 10%?

Â12. Ñêîëüêî âîäû ñëåäóåò äîëèòü äî 7,5 êã 12 %-íîãî ðàñòâîðà, ÷òîáû ïîëó÷èòü 
10 %-íûé ðàñòâîð?

Â13. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ðàáî÷åãî ïîâûñèëàñü íà 25 %. Íà ñêîëüêî ïðîöåí-
òîâ óìåíüøèòñÿ âðåìÿ, íåîáõîäèìîå ðàáî÷åìó äëÿ âûïîëíåíèÿ îäíîé 
è òîé æå ðàáîòû?

Â14. Ìàññó ãóñÿ íà 25 % áîëüøå ìàññû óòêè. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ìàññà óòêè 
ìåíüøå ìàññû ãóñÿ?

Â15. Ñâåæèå ãðèáû ñîäåðæàò ïî âåñó 90 % âîäû, à ñóõèå — 20 %. Ñêîëüêî ñâåæèõ 
ãðèáîâ (â êã) íóæíî ñîáðàòü, ÷òîáû ïîëó÷èòü èç íèõ 8 êã ñóõèõ?

Â16. Ñâåæèå ãðèáû ñîäåðæàò ïî âåñó 90 % âîäû, à ñóõèå — 20 %. Ñêîëüêî ñóõèõ 
ãðèáîâ (â êã) ìîæíî ïîëó÷èòü èç 40 êã ñâåæèõ?

Â17. Ñáåðáàíê åæåãîäíî âûïëà÷èâàåò ïî ñðî÷íîìó âêëàäó 3 % ñóììû âêëàäà. Êà-
êîé ñòàíåò ñóììà âêëàäà (â ðóáëÿõ) ÷åðåç äâà ãîäà, åñëè ïåðâîíà÷àëüíûé 
âêëàä ñîñòàâëÿåò 2000 ð.?

Â18. Ñêîëüêî ãðàììîâ 3 %-íîãî ðàñòâîðà ñîëè ñëåäóåò äîëèòü äî 8 %-íîãî ðàñòâî-
ðà, ÷òîáû ïîëó÷èòü 260 ã 5 %-íîãî ðàñòâîðà?

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 4.2.
«Пропорции»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â36 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Ñêîëüêî ðàç 1
2

15
i ñîäåðæèòñÿ â 6

4

5
i ?

Â2. Êàêóþ ÷àñòü 1
1

9
t ñîñòàâëÿåò îò 

2

3
t ?

Â3. Íàéäèòå íåèçâåñòíûé ÷ëåí ïðîïîðöèè x : 9 = 2 : 3.

Â4. Íàéäèòå íåèçâåñòíûé ÷ëåí ïðîïîðöèè 10 : x = 5 : 2.

Â5. Âî ñêîëüêî ðàç êèëîìåòð áîëüøå, ÷åì ìèëëèìåòð?

Â6. Ñêîëüêî ñóòîê ñîñòàâëÿþò 72 ìèëëèîíà ìèíóò?

Â7. Ñêîëüêî ëåò ñîñòàâëÿåò 1 095 000 ÷àñîâ? (ñ÷èòàòü, ÷òî â ãîäó 365 ñóòîê).

Â8. Ñêîðîñòü ïîåçäà 24 ì/ñ. Çàïèøèòå ýòó ñêîðîñòü â êèëîìåòðàõ â ÷àñ.

Â9. Ñêîðîñòü óëèòêè 
1

12
 ì/ìèí. Çàïèøèòå ýòó ñêîðîñòü â êèëîìåòðàõ â ÷àñ.

Â10. Ñêîðîñòü òåïëîõîäà îòíîñèòñÿ ê ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ðåêè êàê 36 : 5. Òåïëîõîä 
äâèæåòñÿ ïî òå÷åíèþ 5 ÷ 10 ìèí. Ñêîëüêî âðåìåíè (â ÷àñàõ) íóæíî åìó, ÷òî-
áû ïðîïëûòü ïî òå÷åíèþ è âåðíóòüñÿ íàçàä?

Â11. Íà êàðòå, ìàñøòàá êîòîðîé 1 : 600 000, ðàññòîÿíèå ìåæäó Ìîñêâîé è Òóëîé 
ðàâíî 18 ñì. Îïðåäåëèòå ðåàëüíîå ðàññòîÿíèå.
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Â12. Äëèíà ìèíóòíîé ñòðåëêè ÷àñîâ ðàâíà 2 ñì, äëèíà ÷àñîâîé ñòðåëêè — 1,5 ñì. 
Âî ñêîëüêî ðàç ñêîðîñòü êîíöà ìèíóòíîé ñòðåëêè áîëüøå ñêîðîñòè ÷àñîâîé 
ñòðåëêè?

Â13. Îäíà áðèãàäà ìîæåò âûïîëíèòü çàäàíèå çà 12 ÷, äðóãàÿ áðèãàäà — â 1,5 ðàçà 
áûñòðåå. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðåòüåé áðèãàäû òàêàÿ æå, êàê è âòîðîé. Çà ñêîëü-
êî âðåìåíè ìîãóò âûïîëíèòü äàííîå çàäàíèå òðè áðèãàäû, ðàáîòàÿ âìåñòå?

Â14. Äëÿ ïîêðàñêè 7,5 ì2 ïîëà áûëî èçðàñõîäîâàíî 1,5 êã êðàñêè. Ñêîëüêî êèëî-
ãðàììîâ êðàñêè íóæíî äëÿ ïîêðàñêè ïîëà ðàçìåðîì 4,5 ì × 8,6 ì?

Â15. ×åòûðå íàáîðùèöû, ðàçäåëèâ ìåæäó ñîáîé ðóêîïèñü, ìîãóò íàáðàòü åå íà 

êîìïüþòåðå çà 8
1

3
÷àñà. Ñêîëüêî íàáîðùèö äîëæíû ðàáîòàòü, ÷òîáû ýòà ðó-

êîïèñü áûëà íàáðàíà íà 1 ÷ 40 ìèí áûñòðåå?

Â16. Ñïëàâ èç ñåðåáðà è ìåäè âåñèò 2 êã, ïðè÷åì âåñ ñåðåáðà ñîñòàâëÿåò 14
2

7
%

âåñà ìåäè. Ñêîëüêî êèëîãðàììîâ ñåðåáðà â äàííîì ñïëàâå?

Â17. Ôåðìåð çàãîòîâèë ñåíî äëÿ 32 êîðîâ íà 7,5 ìåñÿöåâ, íî ïîçæå íåñêîëüêî êî-
ðîâ ïðîäàë, è ïîýòîìó ïðè òîé æå íîðìå ñåíà íà îäíó êîðîâó åãî çàïàñîâ 
õâàòèëî íà 8 ìåñÿöåâ. Ñêîëüêî êîðîâ áûëî ïðîäàíî?

Â18. Èç 5 ë ñëèâîê ïîëó÷àåòñÿ 15 êã ìîðîæåíîãî. Ñêîëüêî ëèòðîâ ñëèâîê íóæíî 
âçÿòü äëÿ ïðèãîòîâëåíèÿ 55 ïîðöèé ìîðîæåíîãî ïî 150 ã êàæäàÿ?

Â12

Â13

Â14
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 4.3.
«Решение тектовых задач»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â36 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Îäèí àðáóç íà 2 êã ëåã÷å, ÷åì äðóãîé, è â 5 ðàç ëåã÷å, ÷åì òðåòèé. Ïåðâûé 
è òðåòèé àðáóçû âìåñòå â 4 ðàçà òÿæåëåå, ÷åì âòîðîé. Íàéäèòå ìàññó íàè-
ìåíüøåãî àðáóçà.

Â2. Íà ôåðìå 1000 êðîëèêîâ è êóð. Ó íèõ 3150 íîã. Ñêîëüêî êóð íà ôåðìå?

Â3. Ìàòåðè 50 ëåò, äî÷åðè 28. Ñêîëüêî ëåò òîìó íàçàä äî÷ü áûëà â 2 ðàçà ìîëîæå 
ìàòåðû?

Â4. Ëîäêà øëà ïðîòèâ òå÷åíèÿ 4,5 ÷ è ïî òå÷åíèþ 2,1 ÷. Íàéäèòå ñêîðîñòü ëîäêè 
â ñòîÿ÷åé âîäå, åñëè îíà ïðîøëà âñåãî 52,2 êì, à ñêîðîñòü òå÷åíèÿ ðåêè ðàâ-
íà 3 êì/÷.

Â5. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïðèñòàíÿìè íà ðåêå ðàâíî 60 êì. Ýòî ðàññòîÿíèå 
êàòåð ïðîõîäèò ïî òå÷åíèþ ðåêè çà 2 ÷, à ïðîòèâ òå÷åíèÿ — çà 3 ÷. Íàéäèòå 
ñîáñòâåííóþ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êàòåðà. 

Â6. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà, äëèíà êîòîðîãî íà 4 ñì áîëüøå øèðèíû, 
à ïëîùàäü ðàâíà 60 ñì2.

Â7. Â êèíîòåàòðå ÷èñëî ìåñò â ðÿäó íà 8 áîëüøå ÷èñëà ðÿäîâ. Ñêîëüêî ðÿäîâ 
â êèíîòåàòðå, åñëè âñåãî â íåì èìååòñÿ 884 ìåñòà?

Â8. Êàòåð, ðàçâèâàþùèé â ñòîÿ÷åé âîäå ñêîðîñòü 20 êì/÷, ïðîøåë 36 êì ïðîòèâ 
òå÷åíèÿ è 22 êì ïî òå÷åíèþ, çàòðàòèâ íà âåñü ïóòü 3 ÷. Íàéäèòå ñêîðîñòü 
òå÷åíèÿ ðåêè.

Â9. Â øàõìàòíîì òóðíèðå áûëî ñûãðàíî 45 ïàðòèé. Îïðåäåëèòå ÷èñëî ó÷àñòíè-
êîâ òóðíèðà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âñå ó÷àñòíèêè ñûãðàëè äðóã ñ äðóãîì ïî îä-
íîé ïàðòèè.

Â10. Äëÿ íàïîëíåíèÿ áàññåéíà ÷åðåç ïåðâóþ òðóáó ïîòðåáóåòñÿ íà 9 ÷ áîëüøå âðå-
ìåíè, ÷åì ïðè íàïîëíåíèè ÷åðåç ïåðâóþ è âòîðóþ òðóáû è íà 7 ÷ ìåíüøå, 
÷åì ÷åðåç îäíó âòîðóþ òðóáó. Çà ñêîëüêî ÷àñîâ íàïîëíèòñÿ áàññåéí ÷åðåç îáå 
òðóáû?
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Â11. Ïîåçä äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòü 40 êì/÷. Ïî íàáëþäåíèþ ìàøèíèñòà âñòðå÷íûé 
ïîåçä, äëèíà êîòîðîãî 75 ì, ïðîõîäèò ìèìî íåãî çà 3 ñ. Êàêîâà ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ âñòðå÷íîãî ïîåçäà?

Â12. Ñóììà öèôð äâóçíà÷íîãî ÷èñëà ðàâíà 12. ×èñëî, çàïèñàííîå òåìè æå öèôðà-
ìè, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå, íà 54 áîëüøå äàííîãî ÷èñëà. Íàéäèòå ýòî ÷èñëî.

Â13. Íà ïåðåãîíå â 600 êì ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ
1

4
 ïóòè ïîåçä áûë çàäåðæàí íà 

1 ÷ 30 ìèí. ×òîáû ïðèéòè íà êîíå÷íóþ ñòàíöèþ âîâðåìÿ, ìàøèíèñò óâåëè-
÷èë ñêîðîñòü ïîåçäà íà 15 êì/÷. Ñêîëüêî âðåìåíè ïîåçä íàõîäèëñÿ â ïóòè?

Â14. Òîêàðü çà îïðåäåëåííîå âðåìÿ äîëæåí èçãîòîâèòü 180 äåòàëåé. Êàæäûé äåíü 
îí èçãîòîâëÿë íà 2 äåòàëè áîëüøå, ÷åì ïëàíèðîâàë, è âûïîëíèë çàäàíèå íà 
3 äíÿ ðàíüøå ñðîêà. Ñêîëüêî äåòàëåé çà äåíü èçãîòîâëÿë òîêàðü?

Â15. Äâå áðèãàäû, ðàáîòàÿ âìåñòå, ìîãóò âûïîëíèòü çàäàíèå çà 12 ÷. Ïåðâàÿ áðè-
ãàäà, ðàáîòàÿ îäíà, ìîæåò âûïîëíèòü çàäàíèå íà 10 ÷ áûñòðåå, ÷åì âòîðàÿ. 
Ñêîëüêî ÷àñîâ íåîáõîäèìî ïåðâîé áðèãàäå, ÷òîáû âûïîëíèòü çàäàíèå?

Â16. Â ñîðåâíîâàíèÿõ ïî âîëåéáîëó áûëî ñûãðàíî 28 èãð. Ñêîëüêî êîìàíä ó÷àñò-
âîâàëè â ñîðåâíîâàíèÿõ, åñëè âñå êîìàíäû ñûãðàëè äðóã ñ äðóãîì ïî îäíîìó 
ðàçó?

Â17. Ìîðñêàÿ âîäà ñîäåðæèò 5 % ñîëè (ïî âåñó). Ñêîëüêî êèëîãðàììîâ ïðåñíîé 
âîäû íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê 30 êã ìîðñêîé, ÷òîáû ïîëó÷èòü ðàñòâîð, â êîòî-
ðîì ïðîöåíòíîå ñîäåðæàíèå ñîëè áûëî áû íà 70 % ìåíüøå, ÷åì ïðîöåíòíîå 
ñîäåðæàíèå ñîëè â ìîðñêîé âîäå?

Â18. Èç ïóíêòà À â ïóíêò Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè 30 êì, âûåõàë ìîòîöèê-
ëèñò, à ÷åðåç 6 ìèí ñëåäîì çà íèì âûåõàë àâòîáóñ, ñêîðîñòü êîòîðîãî íà 
15 êì/÷ áîëüøå ñêîðîñòè ìîòîöèêëèñòà. Íàéäèòå ñêîðîñòü (â êì/÷) àâòîáóñà, 
åñëè â ïóíêò Â îí ïðèáûë íà 4 ìèí ðàíüøå, ÷åì ìîòîöèêëèñò.
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Тренировочные тестовые задания к разделу 4 

«Числа и выражения»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â12 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Òóðèñò äîëæåí áûë ïðîéòè çà 2 äíÿ 25,2 êì. Â ïåðâûé äåíü îí ïðîøåë 
4

7

ïóòè. Ñêîëüêî êèëîìåòðîâ ïðîøåë òóðèñò âî âòîðîé äåíü?

Â2. Çà òðè äíÿ ïðîäàëè 320 êîðîáîê êîíôåò. Çà ïåðâûé äåíü ïðîäàëè 40 % ýòîãî 

êîëè÷åñòâà, çà äðóãîé — 
7

16
 îñòàòêà. Ñêîëüêî êîðîáîê êîíôåò ïðîäàëè çà 

òðåòèé äåíü?

Â3. Ýêñêóðñàíòîâ ìîæíî ïîñàäèòü â ëîäêè ïî 8 èëè ïî 12 ÷åëîâåê. È â ïåðâîì 
è âî âòîðîì ñëó÷àå ñâîáîäíûõ ìåñò íå îñòàíåòñÿ. Ñêîëüêî áûëî ýêñêóðñàíòîâ, 
åñëè èõ áûëî áîëüøå 50, íî ìåíüøå 90?

Â4. Ôåðìåð çàñåÿë ïøåíèöåé òðè ïîëÿ, îáùàÿ ïëîùàäü êîòîðûõ 1800 ãà. Ïëî-
ùàäü ïåðâîãî ïîëÿ ñîñòàâëÿåò 50 % ïëîùàäè âòîðîãî, à ïëîùàäü òðåòüåãî 
áîëüøå ïëîùàäè ïåðâîãî â 3 ðàçà. Êàêîâà ïëîùàäü òðåòüåãî ïîëÿ?

Â5. Â îäíîì ïîåçäå â 2 ðàçà áîëüøå âàãîíîâ, ÷åì âî âòîðîì. Êîãäà îò ïåðâîãî ïî-
åçäà îòöåïèëè 11 âàãîíîâ, à êî âòîðîìó ïðèöåïèëè 15 âàãîíîâ, òî â îáîèõ 
ïîåçäàõ ñòàëî âàãîíîâ ïîðîâíó. Ñêîëüêî âàãîíîâ áûëî â ïåðâîì ïîåçäå ñíà÷à-
ëà?

Â6. Ìÿãêèé ïðèïîé äëÿ ïàÿëüíûõ ðàáîò — ñïëàâ, êîòîðûé ñîäåðæèò 40 % ìåäè, 
2 % ñóðüìû è 58 % ñâèíöà. Ñêîëüêî ìåäè íóæíî âçÿòü, ÷òîáû èçãîòîâèòü 
7 ò ìÿãêîãî ïðèïîÿ?

Â7. Â ñîðåâíîâàíèÿõ ïî òåííèñó ó÷àñòâîâàëè îäèíàêîâûå ïî êîëè÷åñòâó ó÷àñòíè-
êîâ êîìàíäû, âñåãî 123 ìàëü÷èêà è 82 äåâî÷êè. Âî âñåõ êîìàíäàõ áûëî îäè-
íàêîâîå êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ è äåâî÷åê. Ñêîëüêî êîìàíä ó÷àñòâîâàëî â ñî-
ðåâíîâàíèÿõ?
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Â8. Ñêîëüêî êèëîãðàììîâ ñîëè íåîáõîäèìî äîáàâèòü ê 7,5 êã 12 %-ãî ðàñòâîðà 
ñîëè, ÷òîáû ïîëó÷èòü 20 %-é ðàñòâîð?

Â9. Áàññåéí íàïîëíÿåòñÿ îäíîé òðóáîé ÷åðåç 3 ÷àñà, à âòîðîé — ÷åðåç 2 ÷àñà. Çà 
ñêîëüêî ÷àñîâ íàïîëíèòñÿ áàññåéí, åñëè îäíîâðåìåííî îòêðûòü îáå òðóáû?

Â10. Èç äâóõ ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè 500 êì, âûøëè îäíîâðåìåííî 
íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó äâà ïîåçäà. ×åðåç 4 ÷àñà îíè âñòðåòèëèñü. Åñëè ïåðâûé 
ïîåçä îòïðàâèòñÿ íà 5 ÷àñîâ ðàíüøå âòîðîãî, òî âñòðå÷à ïðîèçîéäåò ÷åðåç 
2 ÷àñà ïîñëå îòïðàâëåíèÿ âòîðîãî ïîåçäà. Êàêîâà ñêîðîñòü ïåðâîãî ïîåçäà?

Â11. Âîñåìü ëåò íàçàä îòåö áûë â 5 ðàç ñòàðøå äî÷åðè. Ñêîëüêî ëåò îòöó ñåé÷àñ, 
åñëè îí â 3 ðàçà ñòàðøå äî÷åðè?

Â12. Èç äâóõ ãîðîäîâ, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè 500 êì, îäíîâðåìåííî îòïðà-
âèëèñü íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó äâà àâòîìîáèëÿ. Ñêîðîñòü îäíîãî àâòîìîáèëÿ 
ðàâíà 76 êì/÷. Êàêîâà ñêîðîñòü âòîðîãî àâòîìîáèëÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ÷åðåç 
3 ÷ äâèæåíèÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè ñîñòàâëÿëî 128 êì?

Часть 2

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé Ñ1–Ñ6 òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ïîëíîå îáîñíî-
âàííîå ðåøåíèå è îòâåò.

Ñ1. Â ïåðâûé äåíü òðàêòîðèñòû âñïàõàëè
3

8
 ïîëÿ, âî âòîðîé äåíü — 40 % îò òî-

ãî, ÷òî îñòàëîñü, à â òðåòèé — îñòàâøèåñÿ 216 ãà. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîëÿ.

Ñ2. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñíèçèòñÿ öåíà òîâàðà, åñëè ñíà÷àëà åå ñíèçèëè íà 
10 %, à ïîòîì åùå íà 20 %?

Ñ3. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ óâåëè÷èòñÿ ðåàëüíàÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà, åñëè öåíû íà 
âñå ïðîäîâîëüñòâåííûå è íåïðîäîâîëüñòâåííûå òîâàðû óìåíüøàòñÿ íà 20 %?

Ñ4. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà ïîâûñèëàñü íà 14 %. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñíè-
çèëàñü òðóäîåìêîñòü òðóäà?

Ñ5. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ óâåëè÷èëàñü ïðîèçâîäèòåëüíîñòü òðóäà, åñëè âðåìÿ íà 
âûïîëíåíèå îïðåäåëåííîé îïåðàöèè ñíèçèëîñü íà 20 %?

Ñ6. Öåíà ïåðâîãî òîâàðà ïîâûñèëàñü íà 30 %, à ïîòîì åùå íà 5 %. Öåíà âòîðîãî 
òîâàðà ïîâûñèëàñü íà 25 %. Ïîñëå ïîâûøåíèÿ öåíû òîâàðîâ ñðàâíÿëèñü. 
Íàéäèòå, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïåðâîíà÷àëüíàÿ öåíà îäíîãî òîâàðà áîëüøå 
ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû âòîðîãî òîâàðà.
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5.1. Признаки равенства и подобия треугольников. Решение треугольников.
Сумма углов треугольника. Неравенство треугольников. Теорема Пифагора.
Теорема синусов и теорема косинусов. Площадь треугольника

5.1.1. Равенство треугольников

Òðåóãîëüíèêè íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ó íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû è ñîîòâåòñòâóþùèå 
óãëû ðàâíû. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû äîëæíû ëåæàòü ïðîòèâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí.

ΔABCΔΔ = ΔAΔΔ
1
B

1
C

1
, åñëè AB = A

1
B

1
; AC = A

1
C

1
; BC = B

1
C

1
; ∠A∠∠ = ∠A∠∠

1
; ∠B = ∠B

1
; ∠C = ∠C

1
.

Íà ÷åðòåæå ðàâíûå îòðåçêè îòìå÷àþò îäíîé, äâóìÿ èëè òðåìÿ ÷åðòî÷êàìè, à ðàâíûå óãëû — îä-
íîé, äâóìÿ èëè òðåìÿ äóæêàìè.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ èñïîëüçóþò îáû÷íûé çíàê ðàâåíñòâà: ΔPQR = ΔMNK. 
Ïðè ýòîì èìååò çíà÷åíèå ïîðÿäîê, â êîòîðîì çàïèñûâàþòñÿ âåðøèíû òðå óãîëüíèêà. Ðàâåíñòâî 
ΔPQR = ΔMNK îçíà÷àåò, ÷òî ∠P = ∠M; ∠Q = ∠N; ∠R = ∠K. À çàïèñü ΔPQR = ΔNKM îçíà÷àåò óæå 
äðóãîå: ∠P = ∠N; ∠Q = ∠K; ∠R = ∠M.

Свойства равных треугольников
1. Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû (ñòîðîíû, óãëû, ìåäèàíû, âûñîòû 

è äð.) ðàâíû.
2. Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ðàâíûõ ñòîðîí ëåæàò ðàâíûå óãëû, à ïðîòèâ ðàâíûõ óãëîâ 

ëåæàò ðàâíûå  ñòîðîíû.

Признаки равенства треугольников
1. Ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè

Åñëè AB = A
1
B

1
; AC = A

1
C

1
; ∠A∠∠  = ∠A∠∠

1
, òî ΔABCΔΔ  = ΔAΔΔ

1
B

1
C

1
.

Åñëè äâå ñòîðîíû è óãîë ìåæäó íè ìè îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî äâóì ñòîðîíàì 
è óãëó ìåæäó íèìè äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè  ðàâíû.
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2. Ïî ñòîðîíå è ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì

Åñëè ∠A∠∠  = ∠A∠∠
1
; ∠C = ∠C

1
; AC = A

1
C

1
, òî ΔABCΔΔ  = ΔAΔΔ

1
B

1
C

1
.

Åñëè ñòîðîíà è ïðèëåæàùèå ê íåé óãëû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâ íû ñîîòâåòñòâåííî ñòîðîíå è 
ïðèëå æàùèì ê íåé óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâ íû.

3. Ïî òðåì ñòîðîíàì

Åñëè AB = A
1
B

1
; AC = A

1
C

1
; BC = B

1
C

1
, òî ΔABCΔΔ  = ΔAΔΔ

1
B

1
C

1
.

Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåò ñòâåííî òðåì ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëü-
íèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

Ï ð è ì å ð  1. Îòðåçêè ÀÂ è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ 
ñåðåäèíîé êàæäîãî èç íèõ. ×åìó ðàâåí îòðåçîê BD, åñëè ÀÑ = 10 ì?

Äàíî: CO = OD; AO = OB; AC = 10 ì.
Íàéòè: BD.
Ðåøåíèå. CO = OD; AO = OB ïî óñëîâèþ; ∠1 = ∠2, òàê êàê îíè âåðòèêàëü-

íûå; ΔAOCΔΔ  = ΔBOD ïî ïåðâîìó ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Èç ðà-
âåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî èõ ñîîòâåò ñòâåííûõ ñòîðîí 
BD = AC, ò. ê. ïî óñëîâèþ AC = 10 ì, òî è BD = 10 ì.

Ï ð è ì å ð  2. Äàíû ΔAΔΔ BC è ΔBAD. ÀÂ — îáùàÿ ñòîðîíà ΔAΔΔ BC è ΔBAD. 
Ñòîðîíû AD è ÂÑ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èõ ñåðåäèíîé. 
Äîêàçàòü, ÷òî ΔAOCΔΔ = ΔBOD.

Äàíî: ΔABCΔΔ  = ΔBAD. AO = DO; 
BO = CO.

Äîêàçàòü: ΔAOCΔΔ  = ΔBOD.
Äîêàçàòåëüñòâî. ∠AOC∠∠ = ∠BOD êàê âåðòèêàëüíûå  óãëû. ÀÎ = ÎD è 

CO = BO ïî óñëîâèþ, òîãäà ΔAOCΔΔ = ΔBOD ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.

5.1.2. Подобие треугольников

Äâà òðåóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè îíè ïåðåâîäÿòñÿ îäèí â äðóãîé ñ ïîìîùüþ 
ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ.

Свойства подобных треугольников
1. Ó ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííûå óãëû ðàâíû,  à ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû ïðî-

ïîðöèîíàëüíû.
Åñëè ΔABCΔΔ ∼ ΔAΔΔ

1
B

1
C

1
, òî ∠A∠∠ = ∠A∠∠

1
, ∠B = ∠B

1
, ∠C = ∠C

1
.

AB

A B

AC

A C

BC

B C

h

h

k

k
k

1 1 1 1 1 1 1 1

= = = = = =...
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2. Îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíî îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí è 
ðàâíî êîýôôèöèåíòó ïîäîáèÿ:

P

P

AB

A B
k

1 1 1

= = .

3. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïîäîáíûõ ôèãóð ðàâíî êâàäðàòó êîýôôèöèåíòà ïîäîáèÿ:

S

S

AB

A B
kABC

A B C

Δ

Δ 1 1 1 1 1

2

2=
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= .

Çàìå÷àíèå. Èç ñîîòíîøåíèÿ
AB

A B

AC

A C

BC

B C1 1 1 1 1 1

= =  î÷åâèäíî âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå AB : AC : 

: BC = A
1
B

1
: A

1
C

1
: B

1
C

1
, ÷òî òîæå âûðàæàåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ñòîðîí ΔÀÂÑΔΔ è ΔAΔΔ

1
B

1
C

1
.

Ï ð è ì å ð  1. Äàíî: ΔABCΔΔ ∼ ΔAΔΔ
1
B

1
C

1
; A

1
B

1
= 4 ñì; B

1
C

1
 = 5 ñì; A

1
C

1
 = 6 ñì; BC : B

1
C

1
 = 3. 

Íàéòè: AB, AC è BC.
Ðåøåíèå. BC : B

1
C

1
= 3 (ïî óñëîâèþ), òîãäà BC = 3 ⋅ B

1
C

1
= 3 ⋅ 5 =15 (ñì); AC = 3 ⋅ A

1
C

1
=

= 3 ⋅ 6 = 18 (ñì); AB = 3 ⋅ A
1
B

1
 = 3 ⋅ 4 = 12 (ñì).

Îòâåò: BC = 15 ñì; AC = 18 ñì; AB = 12 ñì.

Ï ð è ì å ð  2. Äàíî: ΔABCΔΔ ∼ ΔMNP. 
Íàéòè: óãëû ΔMNP, åñëè ∠A∠∠ = 45°,  ∠C = 75°.
Ðåøåíèå. Ó ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííûå óãëû ðàâíû, òîãäà ∠A∠∠  = ∠M = 45°; 

∠C = ∠P = 75°; ∠B = ∠N = 180° − (45° + 75°) = 60°.
Îòâåò: ∠M = 45°; ∠N = 60°; ∠P = 75°.

Признаки подобия треугольников
1. Ïðèçíàê ïîäîáèÿ ïî äâóì óãëàì

Åñëè äâà óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû äâóì óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëü-
íèêè ïîäîáíû:

åñëè ∠A∠∠ = ∠A∠∠
1
; ∠C = ∠C

1
, òî ΔABCΔΔ ∼ ΔAΔΔ

1
B

1
C

1
.

Ñëåäñòâèÿ:
1. Ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû.
2. Ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ïî äîáíû.
3. Ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, åñëè îíè èìåþò ïî ðàâíîìó óãëó ìåæäó ñîîòâåòñ-

òâåííûìè ñòîðîíàìè.
4. Ïðè ïåðåñå÷åíèè äèàãîíàëåé òðàïåöèè îáðàçóþòñÿ äâà ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêà.

ABCD — òðàïåöèÿ; ΔBOC ∼ ΔDOA.
5. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïåðåñåêàåò äâå äðóãèå ñòîðîíû, îòñå-

êàåò òðåóãîëüíèê, ïîäîáíûé äàííîìó.



5.1. Признаки равенства и подобия треугольников. Решение треугольников 227

ΔAΔΔ
1
B

1
C

1
∼ ΔABΔΔ

1
C, åñëè A

1
C

1
|| AC.

Ï ð è ì å ð .  Îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà 5 ñì, âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê ýòîìó 
îñíîâàíèþ, 3 ñì. Â òðåóãîëüíèê âïèñàí êâàäðàò òàê, ÷òî äâå åãî âåðøèíû 
ëåæàò íà îñíîâàíèè, à äâå äðóãèå — íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ.

Íàéòè: ñòîðîíó êâàäðàòà.
Ðåøåíèå. ΔABCΔΔ ∼ ΔMBN (ò. ê. MN || AC). 

Òîãäà 
AB

MB

AC

MN

BC

BN

BD

BK
= = = .

Ïóñòü MN = x, òîãäà BK = (3 − x) ñì; AC = 5 ñì.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî 
AC

MN

BD

BK
= ;

5 3

3x x
=

−
; ⋅ (3 − x) = 3x; 15 − 5x = 3x; 8x = 15; 

x = 15

8
; x = 1,875. 

Îòâåò: 1,875 ñì.

2. Ïðèçíàê ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè

Åñëè äâå ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû äâóì ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà 
è óãëû, îáðàçîâàííûå ýòèìè ñòîðîíàìè, ðàâíû, òî òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû:

åñëè
AB

A B

AC

A C1 1 1 1

= è ∠A∠∠ = ∠A∠∠
1
, òî ΔABCΔΔ ∼ ΔAΔΔ

1
B

1
C

1
.

Ï ð è ì å ð . Â ΔÀÂÑΔΔ  ñ îñòðûì óãëîì Ñ ïðîâåäåíû âûñîòû AM è M BD. Äîêàçàòü, 
÷òî ΔABCΔΔ ∼ ΔMDC.

Ðåøåíèå. Ó òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è MDC óãîë Ñ îáùèé.
Èç ΔAMCΔΔ : (∠AMC∠∠ = 90°) èìååì: 
MC = AC ⋅ cosα;

èç ΔDCB (∠BDC = 90°) èìååì: DC = BC ⋅ cosα,
ò. å. ñòîðîíû, ïðèëåæàùèå ê óãëó Ñ, ó òðå óãîëüíèêîâ ïðîïîðöèîíàëüíû. 

Çíà÷èò, ΔABCΔΔ ∼ ΔMDC ïî äâóì óãëàì.

3. Ïðèçíàê ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ïî òðåì ñòîðîíàì

Åñëè ñòîðîíû îäíîãî òðå óãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû ñòî ðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òðå-
óãîëüíèêè  ïîäîáíû:

åñëè
AB

A B

BC

B C

AC

A C1 1 1 1 1 1

= = , òî ΔABCΔΔ ∼ ΔAΔΔ
1
B

1
C

1
.
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Признаки подобия прямоугольных треугольников
1. Ïî îñòðîìó óãëó

Åñëè ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè èìåþò ïî îäíîìó ðàâíîìó îñòðîìó óãëó, òî îíè ïîäîáíû:

∠A∠∠ = ∠A∠∠
1

⇒ ΔABCΔΔ ∼ ΔAΔΔ
1
B

1
C

1
.

2. Ïî äâóì ïðîïîðöèîíàëüíûì êàòåòàì

Åñëè êàòåòû îäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû êàòåòàì äðóãîãî ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû:

AC

A C

BC

B C
ABC A B C

1 1 1 1
1 1 1= ⇒ Δ Δ~ .

3. Ïî ïðîïîðöèîíàëüíûì êàòåòó è ãèïîòåíóçå

Åñëè êàòåò è ãèïîòåíóçà îäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû êàòåòó è ãèïî-
òåíóçå äðóãîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû:

AB

A B

BC

B C
ABC A B C

1 1 1 1
1 1 1= ⇒ Δ Δ~ .

Сумма углов треугольника
Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180°°.

α γ
β

α + β + γ =α + β + γ = 180°°.

5.1.3. Неравенство треугольника

Êàêîâû áû íè áûëè òðè òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ èç íèõ 
íå áîëüøå ñóììû ðàññòîÿíèé îò íèõ äî òðåòüåé òî÷êè:

AB ≤ AC + BC.
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Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå êàæäàÿ ñòîðîíà ìåíüøå ñóììû äâóõ äðóãèõ ñòîðîí:
ÀB < AÑ + ÂÑ
AC < AB + BC
BC < AB + AC.

Теорема Пифагора
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ êàòåòîâ:

AB2 == AC2 ++ CB2 èëè c2 == a2 ++ b2.

Следствия из теоремы Пифагора
1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ëþáîé èç êàòåòîâ ìåíüøå ãèïîòåíóçû.
2. Êâàäðàò êàòåòà ðàâåí ðàçíîñòè êâàäðàòîâ ãèïîòåíóçû è äðóãîãî êàòåòà:

a2 = c2 − b2 è b2 = c2 − a2.
3. Ïëîùàäü êâàäðàòà, ïîñòðîåííîãî íà ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëüíîãî òðåó-
ãîëüíèêà, ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ íà êàòåòàõ: 
                            S

1
= S

2
 + S

3
.

Òåîðåìà, îáðàòíàÿ òåîðåìå Ïèôàãîðà. Åñëè êâàäðàò îäíîé ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí, òî ýòîò òðåóãîëüíèê 
ïðÿìîóãîëüíûé.

Ïóñòü BA — ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé à, Ñ — ëþáàÿ òî÷êà ïðÿìîé à, îò-
ëè÷íàÿ îò À, òîãäà ÂÑ — íàêëîííàÿ ê ïðÿìîé à, ÀÑ — ïðîåêöèÿ íàêëîííîé 

íà ïðÿìóþ à, Ñ — îñíîâàíèå íàêëîííîé, À — îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà. Åñëè ê ïðÿìîé èç îäíîé 
òî÷êè ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííûå, òî:

1) ëþáàÿ íàêëîííàÿ áîëüøå ïåðïåíäèêóëÿðà;
2) ðàâíûå íàêëîííûå èìåþò ðàâíûå ïðîåêöèè;
3) íàêëîííûå ðàâíû, åñëè ðàâíû èõ ïðîåêöèè;
4) èç äâóõ íàêëîííûõ áîëüøå òà, ó êîòîðîé ïðîåêöèÿ áîëüøå;
5) èç äâóõ ïðîåêöèé áîëüøå òà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåé íàêëîííîé.

5.1.4. Решение треугольников

Ñòîðîíû è óãëû òðåóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè åãî ýëåìåíòàìè.
Ðåøèòü òðåóãîëüíèê îçíà÷àåò ïî òðåì îñíîâíûì ýëåìåíòàì òðåóãîëüíèêà íàéòè òðè äðóãèõ åãî 

îñíîâíûõ ýëåìåíòà.
Ïðè ýòîì ñðåäè çàäàííûõ ýëåìåíòîâ õîòÿ áû îäèí äîëæåí áûòü ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà.
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Теорема косинусов 
Êâàäðàò ëþáîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí áåç óäâîåí-

íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ñòîðîí íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

c2 == a2 ++ b2 −− 2ab cos γγ.

Ñëåäñòâèÿ
1. Êîñèíóñ óãëà òðåóãîëüíèêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

cos γ =
+ −a b c

ab

2 2 2

2
.

Àíàëîãè÷íî: 

cos α =
+ −b c a

bc

2 2 2

2
,

cos β =
+ −a c b

ac

2 2 2

2
.

2. Åñëè â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b è ñ
a2 + b2 > c2, òî óãîë γ, ïðîòèâîëåæàùèé ñòîðîíå ñ, îñòðûé;

a2 + b2 < c2, òî óãîë γ — òóïîé;

a2 + b2 = c2, òî óãîë γ — ïðÿìîé (îáðàòíàÿ òåîðåìà Ïèôàãîðà).

3. Êâàäðàò ëþáîé ñòîðîíû òðå óãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ äðó-
ãèõ ñòîðîí «±» óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå îäíîé èç íèõ íà ïðîåêöèþ äðóãîé. 
Çíàê «+» íàäî áðàòü, êîãäà ïðîòèâîëåæàùèé óãîë òóïîé, à çíàê «−» — êîã-
äà óãîë îñòðûé.

4. Åñëè a, b è ñ — ñòîðîíû òðå óãîëüíèêà, òî âûñîòà, îïóùåííàÿ íà ñòî-
ðîíó ñ, ðàâíà:

h b
a b c

cc = − − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2
2 2 2 2

2
.

5. Ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ 
âñåõ åãî ñòîðîí:

d d a b1
2

2
2 2 22 2+ = + .

6. Åñëè a, b è ñ — ñòîðîíû òðå óãîëüíèêà, òî ìåäèàíà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòî-
ðîíå ñ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð ìóëå:

m a b cc = + −
1

2
2 2 2 2( ) .
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7. Äëèíà áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

l ab a bc = − 1 1 ,

ãäå lc — áèññåêòðèñà, ïðîâåäåííàÿ ê ñòîðîíå ñ; a
1
, b

1
— îòðåçêè ñòîðîíû ñ, 

íà êîòîðûå äåëèò åå áèññåêòðèñà lc.

Теорема синусов 
Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû ñèíóñàì ïðîòèâîëåæàùèõ óã-

ëîâ:

a b c

sin sin sinα β γ
= = .

R

Çàìå÷àíèå. Ïîëíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ñèíóñîâ: â òðåóãîëüíèêå ñî 
ñòîðîíàìè a, b, c è ïðîòèâîëåæàùèìè èì óãëàìè α, β è γ

a b c
R

sin sin sin
,

α β γ
= = = 2

ãäå R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî äàííîãî òðå óãîëüíèêà.
Ñëåäñòâèå
Â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ áîëüøåãî óãëà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà, ïðîòèâ 

áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë.

Ï ð è ì å ð  1. Ðåøèòå òðåóãîëüíèê ïî åãî ñòîðîíå è ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì.
Äàíî: a, β, γ.
Íàéòè: α, b, c.

Ðåøåíèå. α = 180° − (β + γ). Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ: b
a

=
sin

sin
;

β
α

c
a

=
sin

sin
.

γ
α

Äàíî: a = 5; β = 30°; γ = 45°.
Íàéòè: α, b, c.
Ðåøåíèå. α = 180° − (β + γ) = 105°.

b
a

= =
⋅ °

°
≈

⋅
≈

sin

sin

sin

sin

,

,
, ;

β
α

5 30

105

5 0 5

0 966
2 59 c

a
= ≈

⋅
≈

sin

sin

,

,
, .

γ
α

5 0 707

0 966
3 66

Îòâåò: α = 105°; b = 2,59; ñ = 3,66.

Ï ð è ì å ð  2. Ðåøèòå òðåóãîëüíèê ïî òðåì ñòîðîíàì.
Äàíî: a, b, c.
Íàéòè: α, β, γ.
Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

cos ;α =
+ −b c a

bc

2 2 2

2
cos ;β =

+ −a c b

ac

2 2 2

2
γ = 180° − (α + β).

Äàíî: a = 2; b = 3; c = 4. 
Íàéòè: α, β, γ.

Ðåøåíèå. cos , ;α =
+ −

=
+ −

⋅ ⋅
= ≈

b c a

bc

2 2 2 2 2 2

2

3 4 2

2 3 4

7

8
0 875 α ≈ 29°;

cos , ;β =
+ −

=
+ −

⋅ ⋅
=

a c b

ac

2 2 2 2 2 3

2

2 4 3

2 2 4
0 688 β ≈ 47°; γ = 180° − 47° − 29° = 104°.

Îòâåò: α = 29°; β = 47°; γ = 104°.
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Ï ð è ì å ð  3. Ðåøèòå òðåóãîëüíèê ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.
Äàíî: a, b, γ.
Íàéòè: α, β, ñ.
Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ íàõîäèì ñ: c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.
Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ 

cos ;α =
+ −b c a

bc

2 2 2

2
β = 180° − (α + γ).

Ï ð è ì å ð  4. Ðåøèòå òðåóãîëüíèê ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó, ïðîòèâîëåæàùåìó îäíîé èç íèõ.
Äàíî: a, b, α.
Íàéòè: β, γ, c.
Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ

sin
sin

.β
α

=
b

a
Óãîë β íàéäåì ñ ïîìîùüþ òàáëèö èëè ìèêðîêàëüêóëÿòîðà. γ = 180° − (α + β).
Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ íàõîäèì ñ:

c
a

=
sin

sin
.

γ
α

Èññëåäîâàíèå. 
Åñëè a < b, çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, åñëè a ≥ b sinα. Èìåþò ìåñòî äâà ñëó÷àÿ:

• a = b sinα, òî sin
sin

,β
α

= =
b

a
1 β = 90°: îäíî ðåøåíèå;

• a > b sinα, òîãäà çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ: β ìîæåò áûòü îñòðûì è òóïûì.

 åñëè a < bsin α, òî sin
sin

,β
α

= >
b

a
1 ðåøåíèÿ íåò;

Äàíî: a = 73,5; b = 86,4; α = 49°.
Íàéòè: β, γ, ñ.
Ðåøåíèå.
Íàéäåì âåëè÷èíó óãëà β:

sin
sin , ,

,
, .β

α
= ≈

⋅
≈

b

a

86 4 0 7547

73 5
0 887

Ïîñêîëüêó a < b è
b

a

sin
,

α
< 1  òî çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ:

à) β ≈ 62°30′; γ = 180° − (49° + 62°30′) ≈ 68°30′;

c
a

= ≈
⋅

≈
sin

sin

, ,

,
, .

γ
α

73 5 0 9304

0 755
90 6

á) β
1

= 180° − β ≈ 117°30′; γ
1

= 180° − (49° + 117°30′) ≈ 13°30′;

c
a

1

73 5 0 2334

0 755
22 7= ≈

⋅
≈

sin

sin

, ,

,
, .

β
α

Îòâåò:  β = 62°30′; γ = 68°30′; ñ = 90,6; èëè β
1

= 117°30′; γ
1

= 13°30′; ñ
1

= 22,7.
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5.1.5. Площадь треугольника

Ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

1. S ah bh cha b c= = =1

2

1

2

1

2
.

2. S ab bc ac= = =
1

2

1

2

1

2
sin sin sinγ α β .

3. S p p a p b b c= − − −( )( )( ), ãäå p
a b c= + +

2
èëè

S a b c a b c a b c a b c= + + − + + − + + −1

4
( )( )( )( ) .

Äàííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ  ôîðìóëîé Ãåðîíà.

O

 4. S
abc

R
=

4
èëè S = 2R2sinα sinβsin γ,

ãäå R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà.

5. S = p ⋅ r, ãäå p
a b c= + +

2
,

r — ðàäèóñr îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê.

6. Ïëîùàäü ðàâíîñòîðîííåãî (ïðà âèëüíîãî) òðåóãîëüíèêà ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ïî ôîðìóëå:

S
a

ïðàâ òð. . =
2 3

4
.

β

7. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðå óãîëüíèêà:

S c hc= ⋅1

2
.

Ñëåäñòâèå. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû åãî âûñîòàì, ò. å. a b c
h h ha b c

: : : :=
1 1 1

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åì áîëüøå ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà, òåì ìåíüøå âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê íåé.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 5.1.
«Треугольник»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â36 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí òðåóãîëüíèê ABC, ïåðèìåòð êîòîðîãî ðàâåí 24 ñì. 
Ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABD 12 ñì, à ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà BCD — 20 ñì. 
Íàéäèòå BD.

Â2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠DAC = ∠DCA, AB = 4 ñì, AC = 3 ñì, ïåðèìåòð òðåóãîëü-
íèêà ABD ðàâåí 9 ñì. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC.

Â3. Íà ðèñóíêå ∠NBM = 40°, ∠LCB = 100°. Íàéäèòå ∠LAF.

Â4. Âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòà òî÷êà D òàê, ÷òî ∠ADC∠∠ = 140°, ∠BAD = 35°, 
∠BCD = 40°. Íàéäèòå ∠ABC∠∠ .

Â1

Â2

Â3

Â4
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Â5. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû 6 ñì è 8 ñì. Íàéäèòå äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëü-
íèêà.

Â6. Íàéäèòå âûñîòó ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî ñòîðîíà ðàâíà 3.

Â7. Íàéäèòå ñòîðîíó ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, åñëè åãî ìåäèàíà ðàâíà 3.

Â8. Íàéäèòå ñòîðîíó êâàäðàòà, åñëè åãî äèàãîíàëü ðàâíà 2 2.

Â9. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC (∠B = 90°) CD — ìåäèàíà, BC = 5 ñì, 
BD = 6 ñì. Íàéäèòå äëèíó ãèïîòåíóçû AC.

Â10. Íàéäèòå ìåäèàíó, ïðîâåäåííóþ ê ãèïîòåíóçå, åñëè êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî 
òðåóãîëüíèêà ðàâíû 4 ñì è 3 ñì.

Â11. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû áèññåêòðèñû BM è CN, êîòîðûå ïåðåñåêàþò-
ñÿ â òî÷êå K. Íàéäèòå óãîë BKC, åñëè ∠A∠∠ = 120°.

Â12. Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠A∠∠ = 80°, ∠C = 40°. Ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ âû-
ñîòû AÐ è CD?

Â13. Âûñîòà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, îïóùåííàÿ íà ãèïîòåíóçó, äåëèò åå íà 
îòðåçêè 9 ñì è 16 ñì. Íàéäèòå áîëüøèé êàòåò.

Â14. Â òðåóãîëüíèêå ABC ∠A∠∠ = 59°, ∠B = 62°. Èç âåðøèí ýòèõ óãëîâ ïðîâåäåíû 
âûñîòû, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Íàéäèòå ãðàäóñíóþ ìåðó óãëà 
AOB.

Â15. Ãðàäóñíàÿ ìåðà âíåøíåãî óãëà A ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC (AB(( = BC) 
ðàâíà 125°. Íàéäèòå ãðàäóñíóþ ìåðó âíóòðåííåãî óãëà B.

Â16. Îäèí èç êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 5, à ãèïîòåíóçà áîëüøå 
âòîðîãî êàòåòà íà 1. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó. 

Â17. Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 9, à ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè ðàâåí 1. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17
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Â18. Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà 10, à êàòåòû åãî îòíîñÿòñÿ 
äðóã ê äðóãó êàê 3 : 4. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.

Â19. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 5 3 ñì, ïðèëåæàùèé 

îñòðûé óãîë ðàâåí 60°. Íàéäèòå âòîðîé êàòåò òðåóãîëüíèêà.

Â20. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 3 ñì, ïðèëåæàùèé 
îñòðûé óãîë ðàâåí 60°. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó òðåóãîëüíèêà.

Â21. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 2 3, ïðîòèâîïîëîæ-

íûé îñòðûé óãîë ðàâåí 30°. Íàéäèòå âòîðîé êàòåò.

Â22. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí èç êàòåòîâ ðàâåí 4, ïðîòèâîïîëîæíûé 
îñòðûé óãîë ðàâåí 30°. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó.

Â23. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí óãîë ðàâåí 60°, êàòåò, êîòîðûé ëåæèò 

ïðîòèâ íåãî, ðàâåí 6 3  ñì. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó.

Â24. Íàéäèòå áîëüøèé îñòðûé óãîë òðåóãîëüíèêà, êàòåòû êîòîãî ðàâíû 7 3 ñì 

è 7 ñì.

Â25. Êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 3 ñì, ïðîåêöèÿ åãî íà ãèïîòåíóçó 
ðàâíà 1,8 ñì. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó.

Â26. Îäèí êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 3  ñì, ïðîåêöèÿ âòîðîãî 

êàòåòà íà ãèïîòåíóçó — 2 ñì. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó.

Â27. Äëÿ îñòðîãî óãëà α íàéäèòå sin α, åñëè cos α = 0,8.

Â28. Äëÿ îñòðîãî óãëà α íàéäèòå tg α, åñëè sin α = 0,6.

Â29. Â òðåóãîëüíèêå ABC AB = 10 ñì, BC = 15 ñì, AC = 20 ñì. Íàéäèòå îòðåçîê AD, 
åñëè BD — áèññåêòðèñà.

Â18

Â19

Â20

Â21

Â22

Â23

Â24

Â25

Â26

Â27

Â28

Â29
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Â30. Íàéäèòå áîëüøèé êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè áèññåêòðèñà ïðÿ-
ìîãî óãëà äåëèò ãèïîòåíóçó íà ÷àñòè, êîòîðûå ðàâíû 30 ñì è 40 ñì.

Â31. Îäèí êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâåí 5 ñì. Ïðîåêöèÿ âòîðîãî 

êàòåòà íà ãèïîòåíóçó ðàâåí 4 ñì. Íàéäèòå ãèïîòåíóçó.

Â32. Äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâíû 8 ñì è 4 7  ñì, óãîë, êîòîðûé ëåæèò ïðî-

òèâ áîëüøåé èç íèõ, ðàâåí 60°. Íàéäèòå äëèíó òðåòüåé ñòîðîíû.

Â33. Â òðåóãîëüíèêå ABC ñî ñòîðîíàìè AB = 12, BC = 14, AC = 9 áèññåêòðèñû BD
è AE âíóòðåííèõ óãëîâ B è A ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O (òî÷êè E è D ëåæàò 
ñîîòâåòñòâåííî íà ñòîðîíàõ BC è AC). Íàéäèòå îòíîøåíèå AO : OE.

Â34. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, îäíà èç êîòîðûõ íà 8 ñì áîëüøå âòîðîé, îáðàçóþò 
óãîë 120°, à äëèíà òðåòüåé ñòîðîíû ðàâíà 28 ñì. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëü-
íèêà. 

Â35. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñû BD è AE âíóòðåííèõ óãëîâ B è A ïåðåñåêà-
þòñÿ â òî÷êå O. Âû÷èñëèòå äëèíó ñòîðîíû AC, åñëè AB = 12, AO : OE = 3 : 2 
è AD : DC = 6 : 7.

Â36. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, îäíà èç êîòîðûõ âäâîå áîëüøå âòîðîé, îáðàçóþò óãîë 

120°, à äëèíà òðåòüåé ñòîðîíû ðàâíà 3 7.  Íàéäèòå íàèìåíüøóþ ñòîðîíó òðå-

óãîëüíèêà.

Â30

Â31

Â32

Â33

Â34

Â35

Â36
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5.2. Многоугольники

Ëîìàíîé A
1
A

11 2
A

22 3
…An íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç òî÷åê A

1
, A

2
, A

3
, …, A

n
è ñîåäèíÿ-

þùèõ èõ îòðåçêîâ A
1
A

2
, A

2
A

3
, …, A

n–1
A

n
. 

Òî÷êè A
1
, A

2
, …, An íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ëîìàíîé, à îòðåçêè A

1
A

11 2
, A

2
A

22 3
, …, An–1

A
11 n — çâåíüÿìè

ëîìàíîé.

— ïðîñòàÿ ëîìàíàÿ

— ëîìàíàÿ ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè

Ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé.
Äëèíîé ëîìàíîé íàçûâàåòñÿ ñóììà äëèí åå çâåíüåâ.

 Ñâîéñòâî äëèíû ëîìàíîé
 Äëèíà ëîìàíîé íå ìåíüøå äëèíû îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî åå êîíöû.

A
1
A

11 2
 + A

2
A

22 3
 + … + An–1

A
11 n ≥ A

1
A

11 n

Выпуклые многоугольники 

Ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè åå êîíöû ñîâïàäàþò. Ïðîñòàÿ çà-
ìêíóòàÿ ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì, åñëè åå ñîñåäíèå çâåíüÿ íå 
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Âåðøèíû ëîìàíîé íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà, à çâåíüÿ 
ëîìàíîé — ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà; îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå íåñîñåä-
íèå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà, íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëÿìè. Ìíîãîóãîëüíèê 
ñ ï âåðøèíàìè, à çíà÷èò, è ñ ï ñòîðîíàìè, íàçûâàåòñÿ ï-óãîëüíèêîì.

Ïëîñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì, èëè ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ íàçûâàåòñÿ êî-
íå÷íàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ ìíîãîóãîëüíèêîì.

— âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê

— íåâûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê
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Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îí ëåæèò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî 
ëþáîé ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé åãî ñòîðîíó. Ïðè ýòîì ñàìà ïðÿìàÿ ñ÷èòàåòñÿ ïðèíàäëåæàùåé ïîëó-
ïëîñêîñòè.

Óãëîì âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðè äàííîé âåðøèíå íàçûâàåòñÿ óãîë, îáðàçîâàííûé åãî 
ñòîðîíàìè.

∠BAE, ∠ABC∠∠  — óãëû âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà.
Âíåøíèì óãëîì âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðè äàííîé âåðøèíå íàçûâà-

åòñÿ óãîë, ñìåæíûé ñ âíóòðåííèì óãëîì ìíîãîóãîëüíèêà ïðè ýòîé âåðøèíå.

Сумма углов выпуклого многоугольника
Ñóììà óãëîâ âûïóêëîãî ï-óãîëüíèêà ðàâíà  180° (ï − 2):

∠A∠∠
1
 + ∠A∠∠

2
 + … + ∠A∠∠ n = 180° (n − 2).

Ñóììà âíåøíèõ óãëîâ âûïóêëîãî ï-óãîëüíèêà, âçÿòûõ ïî îäíîìó ïðè 
êàæäîé âåðøèíå, ðàâíà 360°:

         ∠1 + ∠2 + … + ∠ï = 360°.

Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì â îêðóæíîñòü, åñëè âñå åãî âåðøèíû ëåæàò íà íåêîòî-
ðîé îêðóæíîñòè.

Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ îïèñàííûì îêîëî îêðóæíîñòè, åñëè âñå åãî ñòîðîíû êàñàþòñÿ íå-
êîòîðîé îêðóæíîñòè.

Ó ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îïèñàííîãî îêîëî îêðóæíîñòè, ñóììû äëèí ïðîòè-
âîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû:

AB + DC = AD + BC.

Åñëè â âûïóêëîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå ñóììû äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû, òî â íåãî 
ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

OO

Åñëè òðàïåöèÿ èëè ðîìá îïèñàíû îêîëî îêðóæíîñòè, òî èõ âûñîòû ðàâíû äèàìåòðó îêðóæíîñòè.
Òåîðåìà Ïàñêàëÿ. Åñëè øåñòèóãîëüíèê âïèñàí â îêðóæíîñòü è ïðîòèâîïîëîæíûå åãî ñòîðîíû 

íåïàðàëëåëüíû, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé ýòèõ ñòîðîí ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
5. Òåîðåìà Áðèàíøîíà. Åñëè øåñòèóãîëüíèê îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè, òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþ-

ùèå åãî ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

5.2. Многоугольники
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5.2.1. Параллелограмм, его виды. Площадь параллелограмма

Ïàðàëëåëîãðàìì — ýòî ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ïà-
ðàëëåëüíû.

ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì, 
AB || CD; BC || AD.

Свойства параллелограмма
1. Äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà äåëèò åãî íà äâà ðàâíûõ òðå óãîëüíèêà.
2. Ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû.
3. Ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû.
4. Äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì:

ΔABDΔΔ = ΔCDB,
∠A∠∠ = ∠C; ∠B = ∠D,
AB = CD; BC = AD. ÀÎ = ÎÑ; ÂÎ = ÎD.
5. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñèììåòðèè ïàðàëëå-

ëîãðàììà.

6. Ñóììà óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà, ïðèëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå, ðàâíà 180°:
∠A∠∠  + ∠B = 180°, 
∠B + ∠C = 180°.

7. Ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ åãî ñòîðîí:

d d a b1
2

2
2 2 22 2+ = + .

Признаки параллелограмма
1. Åñëè äèàãîíàëè ÷åòûðåõóãîëüíèêà òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî ýòîò ÷åòûðåõ-

óãîëüíèê — ïàðàëëåëî ãðàìì.
2. Åñëè ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíû äðóã äðóãó, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëü-

íèê — ïàðàëëåëîãðàìì.
3. Åñëè â ÷åòûðåõóãîëüíèêå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû è ïàðàëëåëüíû, òî ýòîò ÷åòûðåõ-

óãîëüíèê — ïàðàëëåëî ãðàìì.
4. Åñëè ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâíû, òî ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê — ïàðàë-

ëåëîãðàìì.

Площадь параллелограмма
Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñòîðîíû íà âûñîòó, ïðîâåäåííóþ ê ýòîé ñòîðîíå:

S
ïàð

= b ⋅ hb.

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ìîæíî íàéòè òàêæå ïî ôîðìóëå:

S
ïàð

= a ⋅ b ⋅ sin α.
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Ñëåäñòâèå. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî â ïàðàëëå-
ëîãðàììå áîëüøåé áóäåò âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê ìåíüøåé ñòîðîíå, ìåíüøåé — âûñîòà, ïðîâåäåí-
íàÿ ê áîëüøåé ñòîðîíå.

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé íà 
ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

S d dïàð =
1

2 1 2 sinϕ .

5.2.2. Прямоугольник. Площадь прямоугольника

Ïðÿìîóãîëüíèê — ýòî ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå óãëû ðàâíû.

Свойства прямоугольника
1. Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû.
2. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé 

îêîëî ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
3. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëü-
íèêà, ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè.
AC = BD,
ò. Î — öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè,
MN è KP — îñè ñèììåòðèè.

Признаки прямоугольника
1. Åñëè ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì è ∠À∠∠ = 90°, òî ABCD — ïðÿìîóãîëü-

íèê.

2. Åñëè ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì è AC = BD, òî ABCD — ïðÿìîóãîëü-
íèê.

Площадь прямоугольника
Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî ñìåæíûõ ñòîðîí:

                                     S
ïð

= ab.

5.2.3. Ромб. Площадь ромба

Ðîìá — ýòî ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâíû.
Ñâîéñòâà ðîìáà
1. Äèàãîíàëè ðîìáà äåëÿò åãî íà ÷åòûðå ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëü-

íèêà.
2. Äèàãîíàëè ðîìáà ïåðïåíäèêóëÿðíû è äåëÿò åãî óãëû ïîïîëàì (ò. å. ÀÑ

è BD — áèññåêòðèñû óãëîâ ðîìáà).

5.2. Многоугольники
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3. Äèàãîíàëè ðîìáà ÿâëÿþòñÿ åãî îñÿìè ñèììåòðèè.
4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ðîìáà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé îê-

ðóæíîñòè.

Признаки ромба
Åñëè ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì è

1) ΔAOBΔΔ  = ΔCOB = ΔCOD = ΔAODΔΔ  èëè
2) AC ⊥ BD èëè
3) AC è BD — áèññåêòðèñû óãëîâ, 

òî ABCD — ðîìá.

Площадь ромба
Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà:

à) ïðîèçâåäåíèþ âûñîòû íà ñòîðîíó:

       S
ð
 = ah;

á)  ïðîèçâåäåíèþ êâàäðàòà ñòîðîíû íà ñèíóñ óãëà ðîìáà:

  S
ð

= a2 sinα;

â)  ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíàëåé:

S d dð = 1

2 1 2 .

5.2.4. Квадрат. Площадь квадрата

Êâàäðàò — ýòî ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâíû. Êâàäðàò — ýòî ðîìá, ó êîòîðîãî 
âñå óãëû ïðÿìûå.

Êâàäðàò èìååò âñå ñâîéñòâà ðîìáà è ïðÿìîóãîëüíèêà.
Êâàäðàò — ýòî ïðàâèëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê.
Êâàäðàò èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè: äâå äèàãîíàëè è äâà ñåðåäèííûõ 

ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíàì.
Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé — öåíòð âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæ-

íîñòåé.
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Площадь квадрата
Ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà êâàäðàòó åãî ñòîðîíû èëè ïîëîâèíå êâàäðàòà 

äèàãîíàëè:

 S
êâ

= à2 èëè S
d

êâ =
2

2
, ò. å. a

d
=

2
.

5.2.5.  Трапеция. Средняя линия трапеции. Площадь трапеции

Òðàïåöèÿ — ÷åòûðåõóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, à äâå 
äðóãèå — íåïàðàëëåëüíû.

Ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû íàçûâàþò âåðõíèì (ÂÑ) è íèæíèì (AD(( ) îñíîâàíèÿ-
ìè; íåïàðàëëåëüíûå — áîêîâûìè ñòîðîíàìè.

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå âåð øèíû, íàçûâàþò äèàãîíà-
ëÿìè òðàïåöèè (ÀÑ((  è BD).

Âûñîòîé òðàïåöèè (ÑM ⊥ AD) íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé 
èç ëþáîé òî÷êè îäíîãî îñíîâàíèÿ ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé äðóãîå îñíîâàíèå.

Òðàïåöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîáîêîé (ðàâíîáåäðåííîé, ðàâíîáî÷íîé), åñëè åå áîêîâûå ñòîðîíû 
ðàâíû.

Свойства равнобокой трапеции
 1. Óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíû, ò. å. ∠B = ∠C; 
∠A∠∠ = ∠D.

F E

2. AF ED
AD BC= = −

2
;

AE FD
AD BC= = +

2
.

3. Äèàãîíàëè ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíû: AC = ÂD.
4. AO = OD; BO = OC; ∠1 = ∠2; ∠3 = ∠4.

O

2

4

1
3

−4, òî òðàïå -
öèÿ — ðàâíîáîêàÿ.

5. Åñëè BD ⊥ AC, òî âûñîòà ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíà ïîëóñóììå îñíî-
âàíèé: 

h
BC AD= +

2
.

íàçû âàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé.
CE ⊥ AD; AB = CE;
ABCE — ïðÿìîóãîëüíèê,
ED = AD − BC.

5.2. Многоугольники
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Средняя линия трапеции. Свойства трапеции
1. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû áîêîâûõ ñòîðîí òðàïåöèè, íàçûâàåò-

ñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðàïåöèè.
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà åå îñíîâàíèÿì è ðàâíà ïîëóñóììå 

îñíîâàíèé:

BC || MN || AD; MN
BC AD= +

2
.

l

 2. Â ëþáîé òðàïåöèè ñëåäóþùèå  òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé:
• ñåðåäèíû îñíîâàíèé;
• òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé;
• òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí.

3. Îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé îñíîâàíèÿì, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó ïåðåñå-
÷åíèÿ äèàãîíàëåé è ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ, äåëèòñÿ 

òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïîïîëàì. Åãî äëèíà l ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì îñíîâà-

íèé òðàïåöèè à è b: l
ab

a b
=

+
2

.

 4. Îêîëî òðàïåöèè ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà òðàïåöèÿ ðàâíîáîêàÿ:

AB = CD.

 5. Â òðàïåöèþ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, åñëè ñóììà îñíîâàíèé ðàâ íà 
ñóììå áîêîâûõ ñòîðîí, ïðè÷åì áîêîâûå ñòîðîíû «âèäíî» èç öåíòðà âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè ïîä óãëîì 90°.

Âåðíî è îáðàòíîå:
Åñëè â òðàïåöèþ âïèñàíà îêðóæíîñòü, òî AB + CD = BC + AD è îòðåçêè, 

ñîåäèíÿþùèå öåíòð îêðóæíîñòè ñ êîíöàìè áîêîâîé ñòîðîíû, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû: ∠AOB∠∠ = ∠COD = 90°.

Площадь трапеции

h

Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóñóììû îñíîâàíèé íà âûñîòó:

S
a b

hòð = + ⋅
2

.

A

B C

b

a Ñëåäñòâèÿ:
1. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åå ñðåäíåé ëèíèè íà âûñîòó:

S
òð

= m ⋅ h,

ãäå m
a b= +

2
— ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè.
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 2. Ïëîùàäü òðàïåöèè ìîæíî íàéòè êàê ïðîèçâåäåíèå áîêîâîé ñòîðîíû íà 
äëèíó ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî íà íåå èç ñåðåäèíû äðóãîé áîêîâîé 
ñòîðîíû:

S
òð

= CD ⋅ MN.

 3. Ïóñòü à è b — îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Äëèíà îòðåçêà, ïàðàëëåëüíîãî îñ-
íîâàíèÿì ñ êîíöàìè íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ, êîòîðûé äåëèò ïëîùàäü òðàïå-
öèè ïîïîëàì, ðàâíà:

KL
a b= +2 2

2
; SAKLDS = SKBCL.

5.2.6. Правильные многоугольники

Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè ó íåãî âñå ñòîðîíû è âñå óãëû ðàâíû.

∠A∠∠
1
 = ∠A∠∠

2
 = ∠A∠∠

3
 = … = ∠A∠∠ n–1

 = ∠A∠∠ n;
A

1
A

11 2
= A

2
A

22 3
= … = An–1

A
11 n.

Òåîðåìà. Ïðàâèëüíûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì â îêðóæíîñòü è îïèñàí-
íûì îêîëî îêðóæíîñòè.

Ýòè îêðóæíîñòè èìåþò îäèí è òîò æå öåíòð, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ öåíò-
ðîì ìíîãîóãîëüíèêà. Óãîë, ïîä êîòîðûì âèäíà ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî ìíîãî-
óãîëüíèêà èç åãî öåíòðà, íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì óãëîì ìíîãîóãîëüíèêà.

Âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 2ï-óãîëüíèêà, åñëè èõ áðàòü ÷åðåç îäíó, ÿâëÿþòñÿ 
âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî ï-óãîëüíèêà.

Формулы для радиусов вписанных и описанных правильных многоугольников
Íàéäåì ðàäèóñ R îïèñàííîé îêðóæíîñòè è r âïèñàííîé îêðóæíîñòè äëÿ r

ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé à è ÷èñëîì ñòîðîí n:

R
a

n

= °
2

180
sin

; r
a

n

= °
2

180
tg

.

Åñëè îáîçíà÷èòü Sn ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî ï-óãîëüíèêà, òî ñâÿçü ìåæäó R, 
r, Sn è à ïðèâåäåì â òàáëèöå.

5.2. Многоугольники
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Ñòîðîíà bn ïðàâèëüíîãî îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòîðîíó an ïðàâèëüíîãî 
âïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ òåì æå ÷èñëîì ñòîðîí ÷åðåç ðàäèóñ R îêðóæíîñòè ôîðìóëîé:

b
Ra

R a
n

n

n

=
−

2

4 2 2
.

Другие свойства правильных многоугольников
1. Ëþáûå äâà ïðàâèëüíûõ ï-óãîëüíèêà ïîäîáíû äðóã äðóãó.  Â ÷àñòíîñòè, åñëè ó íèõ ñòîðîíû 

ðàâíû, òî ï-óãîëüíèêè òîæå ðàâíû.
2. Äèàãîíàëè ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç åãî öåíòð, ðàçáèâàþò åãî íà 

øåñòü ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
3. Ñóììà ðàññòîÿíèé îò ëþáîé òî÷êè âíóòðè ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà äî åãî ñòîðîí (èëè 

èõ ïðîäîëæåíèé) íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè:

h
1

+ h
2

+ … + hn = const.

4. Òåîðåìà Áðèàíøîíà. Åñëè øåñòèóãîëüíèê îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè, òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþ-
ùèå åãî ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

5. Õîðäà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ðàäèóñó è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî ñåðåäèíó, 
ðàâíà ñòîðîíå ïðàâèëüíîãî âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà.

6. Ó ïðàâèëüíûõ ï-óãîëüíèêîâ îòíîøåíèÿ ïåðèìåòðîâ è ðàäèóñîâ âïè-
ñàííûõ è îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâíû:

P

P

R

R

r

r
1

2

1

2

1

2

= = .

Çàâèñèìîñòü ñòîðîíû a
n
 ïðàâèëüíîãî ï-óãîëüíèêà îò R è r

Êîëè÷åñòâî ñòîðîí Çàâèñèìîñòü a
n

îò R è n Çàâèñèìîñòü a
n

îò r è n

ï a R
nn = °

2
180

sin a r
nn = °

2
180

tg

3 a R3 3= a r3 2 3=

4 a R4 2= a
4

= 2r

6 a
6

= R a r6

2

3
3=

Ï ð è ì å ð  1. Ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü òðå óãîëüíèêà 
ðàâíà à. Íàéäèòå ñòîðîíó êâàäðàòà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü.

Ðåøåíèå. Ñâÿçü ìåæäó ñòîðîíàìè ïðàâèëüíîãî òðå óãîëü íèêà è ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà âûðàæàåòñÿ ôîðìó ëàìè:

a R3 3= ; R
a=
3

; a R4 2= .

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå R, ïîëó÷èì: a
a a a

4
3

2
2

3

6

3
= ⋅ = = .

Îòâåò:
a 6

3
.



Ï ð è ì å ð  2. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî 8-óãîëüíèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

a R8 2 2= − , ãäå R — ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ÀÂ — ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà, AO = BO = CO = R — ðàäèóñ îïè-

ñàííîé îêðóæíîñòè, òîãäà AC R R R= + =2 2 2 (èç ΔAOΔΔ C).
ΔAODΔΔ  — ïðÿìîóãîëüíûé.

BO ⊥ AC è ∠DOA = ∠OAD = 45°, DO = AD.

AD
R= 2

2
 è DO

R= 2

2
.

Íàéäåì BD. BD = R − DO.

BD R
R R R R= − = − = −2

2

2 2

2

2 2

2

( )
.

ΔABDΔΔ — ïðÿìîóãîëüíûé, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

AB2 = BD2 + AD2; AB
R R

=
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
+

−⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
=

2

2

2 2

2

2 2

( )

R R
R= + − + =

⋅ ⋅ −
= −

4
2 4 4 2 2

4 2 2

4
2

2 2

( )
( )

22.

Îòâåò: a R8 2 2= − .
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 5.2.
«Многоугольники»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Íàéäèòå áîëüøèé óãîë ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà 
îáðàçóåò ñ äâóìÿ åãî ñòîðîíàìè óãëû 15° è 45°.

Â2. Íàéäèòå ìåíüøèé óãîë ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè ñóììà äâóõ óãëîâ ïàðàëëåëî-
ãðàììà ðàâíà 120°.

Â3. Íàéäèòå ìåíüøèé óãîë ïàðàëëåëîãðàììà, åñëè ðàçíîñòü äâóõ óãëîâ ïàðàëëå-
ëîãðàììà ðàâíà 120°.

Â4. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå CB = AC = 10 ñì. Â ýòîò òðåóãîëüíèê âïèñàí 
ïðÿìîóãîëüíèê CKDF. Íàéäèòå ïåðèìåòð ïðÿìîóãîëüíèêà.

Â5. ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì, òî÷êà K — ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Îòðåçîê DK ïå-
ðåñåêàåò äèàãîíàëü AC â òî÷êå O. Íàéäèòå îòíîøåíèå AO : OC.

Â6. Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ðàâíà 7 ñì, à åå âûñîòà —
15 3

7
.  Óãîë ìåæäó äèà-

ãîíàëÿìè òðàïåöèè ðàâåí 120°. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå äëèí äèàãîíàëåé òðà-
ïåöèè.

Â7. Îäíà èç äèàãîíàëåé ðàâíîáîêîé òðàïåöèè äåëèò ýòó òðàïåöèþ íà ðàâíîáåä-
ðåííûå òðå óãîëüíèêè. Íàéäèòå îñòðûé óãîë ìåæäó äèàãîíàëÿìè òðàïåöèè.

Â8. Òî÷êà K — ñåðåäèíà ìåäèàíû AM òðåóãîëüíèêà ABC, ïðÿìàÿ BK ïåðåñåêàåò 
ñòîðîíó AC â òî÷êå D. Íàéäèòå îòíîøåíèå AC : AD.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8
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Â9. Êàæäûé èç òðåõ óãëîâ âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ðàâåí 80°, à êàæäûé èç 
îñòàëüíûõ óãëîâ — ïî 150°. Ñêîëüêî âåðøèí èìååò ýòîò ìíîãîóãîëüíèê?

Â10. Áîëüøåå îñíîâàíèå òðàïåöèè ðàâíî 18. Íàéäèòå åå ìåíüøåå îñíîâàíèå, åñëè 
ðàññòîÿíèå ìåæäó ñåðåäèíàìè äèàãîíàëåé ðàâíî 4.

Â11. Ïîä êàêèì óãëîì ïåðåñåêàþòñÿ äâå äèàãîíàëè ïðàâèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà, 
ïðîâåäåííûå èç ðàçíûõ âåðøèí?

Â12. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíû 11 ñì è 21 ñì, áîêîâàÿ ñòîðîíà ðàâíà 
13 ñì. Íàéäèòå äëèíó äèàãîíàëè.

Â13. Â òðàïåöèè ABCD (BC || AD) BC + AD = 10 ñì, AC = 6 ñì, BD = 8 ñì. Íàéäèòå 
ïëîùàäü òðàïåöèè.

Â14. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ðàâíû 11 ñì è 4 ñì, äèàãîíàëè 9 ñì è 12 ñì. Íàéäèòå 
ïëîùàäü òðàïåöèè.

Â15. Íàéäèòå âíóòðåííèé óãîë ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà.

Â16. Îñíîâàíèÿ ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíû 6 ñì è 2 ñì, à åå ïëîùàäü ðàâíà 8 ñì2. 
Íàéäèòå îñòðûé óãîë òðàïåöèè.

Â17. Â ðàâíîáîêîé òðàïåöèè äèàãîíàëü ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé îñòðîãî óãëà è äå-
ëèò ñðåäíþþ ëèíèþ òðàïåöèè íà îòðåçêè äëèíîé 6 ñì è 12 ñì. Íàéäèòå ïå-
ðèìåòð òðàïåöèè.

Â18. Â îêðóæíîñòü, äèàìåòð êîòîðîé ðàâåí 12, âïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. 

Íàéäèòå äèàãîíàëü BD, åñëè ∠BAD = 60°.

Â9

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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5.3. Окружность

5.3.1.  Касательная к окружности и ее свойства. Центральный и вписанный углы.
Длина окружности. Площадь круга

Касательная к окружности, секущая
Ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ñ îêðóæíîñòüþ îäíó îáùóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ êàñà-

òåëüíîé ê îêðóæíîñòè.
Ýòà îáùàÿ òî÷êà (òî÷êà Ì) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ.

Äëèíîé êàñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé èç òî÷êè À ê îêðóæíîñòè ñ òî÷êîé 
êàñàíèÿ Ì, ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê ÀÌ.

Ñâîéñòâà êàñàòåëüíîé
1. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó (äèàìåòðó), ïðîâåäåííîìó â òî÷êó êà-

ñàíèÿ:
 OC ⊥ AC; OB ⊥ AB.

2. Èç òî÷êè âíå êðóãà ìîæíî ïðîâåñòè ê îêðóæíîñòè äâå êàñàòåëüíûå. 
Äëèíû ýòèõ êàñàòåëüíûõ ðàâíû:

AB = AC.

Áèññåêòðèñà óãëà ìåæäó ýòèìè êàñàòåëüíûìè ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð îê-
ðóæíîñòè.

AO — áèññåêòðèñà ∠BAC.
3. Åñëè êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà õîð äå, òî òî÷êà êàñàíèÿ äåëèò äóãó, ñòÿ-

ãèâàåìóþ õîðäîé, ïîïîëàì:
   åñëè MC || AB, òî ∪AC∪∪ = ∪BC.M

äâå îáùèå òî÷êè  ñ îêðóæíîñòüþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ è îêðóæíîñòü ïåðåñåêàþòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ïðÿìóþ íàçûâàþò ñåêóùåé.

Ñâîéñòâî ñåêóùåé: åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó, âíóòðåííþþ îòíî-
ñèòåëüíî îêðóæíîñòè (ò. Ñ), òî îíà ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü â äâóõ òî÷êàõ, 
ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñåêóùåé.

Центральный и вписанный углы
Óãîë ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ 

ïëîñêèì óãëîì. Ïëîñêèå óãëû ñ îáùèìè ñòîðîíàìè íàçûâàþòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûìè.

Öåíòðàëüíûì óãëîì â îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ ïëîñ êèé óãîë ñ âåðøèíîé 
â åå öåíòðå.

 ×àñòü îêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ïëîñêîãî óãëà, íàçûâàåòñÿ äó-
ãîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåò ñòâóþùåé ýòîìó öåíòðàëüíîìó óãëó.

Ãðàäóñíîé ìåðîé äóãè îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ ãðàäóñíàÿ ìåðà ñîîòâåòñ-
òâóþùåãî öåíòðàëüíîãî óãëà. Èíà÷å ãîâîðÿò, ÷òî öåíòðàëüíûé óãîë èçìåðÿ-
åòñÿ äóãîé îêðóæíîñòè:

∪AmC∪∪ = ∠AOC.∠∠
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Óãîë, âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à ñòîðîíû ïåðåñåêàþò ýòó îêðóæíîñòü, íàçûâà-
åòñÿ âïèñàííûì â îêðóæíîñòü.

m

∠ÀÂÑ∠∠ âïèñàí â îêðóæíîñòü. Åãî âåðøèíà Â ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à ñòîðî-
íû ïåðåñåêàþò îêðóæíîñòü â òî÷êàõ À è Ñ.

∠ÀÂÑ∠∠ è ∠ÀÎÑ∠∠ îïèðàþòñÿ íà äóãó AmC (èëè íà õîðäó ÀÑ). Ãîâîðÿò: õîðäà 
ÀÑ ñòÿãèâàåò ∠ÀÎÑ∠∠  (èëè ∪AmC∪∪ ), èëè õîðäó ÀÑ âèäíî èç òî÷êè Î ïîä óãëîì 
ÀÎÑ.

O

Òåîðåìà 1. Óãîë, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü, ðàâåí ïîëîâèíå ñîîòâåò ñòâóþùåãî 
öåíòðàëüíîãî óãëà.

Ñëåäñòâèÿ
1. Âñå âïèñàííûå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå õîðäó è ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò íåå 

(èëè îïèðàþùèåñÿ íà îäíó è òó æå äóãó), ðàâíû.
2. Åñëè äâà âïèñàííûõ óãëà îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó æå õîðäó, à èõ âåð-

øèíû ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò õîðäû, òî ñóììà ýòèõ óãëîâ ðàâíà 
180°:

α + β = 180°.

O

3. Âñå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà äèàìåòð, — ïðÿìûå.

4. Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñòðî óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ëåæèò âíóòðè òðå-
óãîëüíèêà; îêîëî òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà —  âíå òðåóãîëüíèêà; îêîëî ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëü íè êà — íà ñåðåäèíå ãèïîòåíóçû.

O
O

O

>

5. Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðå óãîëü íèêà, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû ïðÿ-
ìîãî óãëà, äåëèò òðå óãîëüíèê íà äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà è ðàâíà 
ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû è ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè:

AO BO CO AB= = =
1

2
.
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6. Ãðàäóñíûå ìåðû äóã îêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó äâóìÿ ïàðàë-
ëåëüíûìè õîðäàìè, ðàâíû: 

∪ÀÂ∪∪ = ∪CD.

Òåîðåìà 2. Óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ðàâåí ïîëîâèíå 
äóãè, ñòÿãèâàåìîé ýòîé õîðäîé:

β = ∪ = ∠
1

2

1

2
AB AOB .

Òåîðåìà 3. Óãîë, îáðàçîâàííûé ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè, ñ âåðøèíîé 
âíóòðè îêðóæíîñòè, ðàâåí ïîëóñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã:

β = ∪ + ∪
1

2
( )AB DC .

Òåîðåìà 4. Óãîë, îáðàçîâàííûé ñåêóùèìè ê îêðóæíîñòè, ñ âåðøèíîé âíå 
îêðóæíîñòè, ðàâåí ïîëóðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã.

β = ∪ − ∪
1

2
( )BD AC .

Ï ð è ì å ð .  Òî÷êè A, B è Ñ ëåæàò íà îêðóæíîñòè. ×åìó ðàâåí ∠ÀÂÑ∠∠ , åñëè õîðäà ÀÑ ðàâíà ðà-
äèóñó îêðóæíîñòè?

Ñëó÷àé 1. Õîðäà ÀÑ è âåðøèíà âïèñàííîãî óãëà ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû 
îò öåíòðà îêðóæíîñòè.

Òîãäà ∠ = ∠ABC AOC
1

2
.

AC = AO = OC = R, ΔAOCΔΔ  — ðàâíîñòîðîííèé,  ∠AOC∠∠ = 60°, ∠ = ⋅ = °ABC
1

2
60 30 .

Îòâåò: 30°.

Ñëó÷àé 2. Õîðäà ÀÑ è âåðøèíà âïèñàííîãî óãëà ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò 
öåíòðà îêðóæíîñòè.

Òîãäà ∠ = ° − ∠ABC AOC180
1

2
;

∠ÀÎÑ∠∠ = 180° − 30° = 150°.

Îòâåò: 150°.
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Длина окружности. Радианная мера угла
Îêðóæíîñòü èíîãäà ðàññìàòðèâàþò êàê ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê ñ áåñ-

êîíå÷íî áîëüøèì êîëè÷å ñòâîì ñòîðîí.
Îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê åå äèàìåòðó íå çàâèñèò îò îêðóæíîñòè, 

ò. å. îäíî è òî æå äëÿ ëþáûõ äâóõ îêðóæíîñòåé:

l

R

l

R
1

1

2

22 2
= = π (π ≈ 3,14).

Äëèíà îêðóæíîñòè ðàâíà: l = 2πR èëè l = π ⋅ D, D = 2R.
Äëèíà äóãè îêðóæíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

l
R

n∪ =
°

⋅ °
π

180
, n° — ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà;

l = αR, ãäå α — ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà.

Ðàäèàííóþ ìåðó óãëà ïîëó÷àþò èç ãðàäóñíîé óìíîæåíèåì íà 
π

180°
, ò. å. 

α =
°

⋅ °
π

180
n ,  ãäå α — ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà, à n° — ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà.

Åäèíèöåé ðàäèàííîé ìåðû äóãè ÿâëÿåòñÿ óãîë â 1 ðàäèàí.
Óãîë â 1 ðàäèàí — ýòî öåíòðàëüíûé óãîë, ó êîòîðîãî äëèíà äóãè ðàâíà ðàäèóñó.

Ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà â 1 ðàäèàí ðàâíà ïðèìåðíî 
180

57
° ≈ °

π
.

Площадь круга и его частей
íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, ðàññòîÿ-

íèå îò êîòîðûõ äî äàííîé òî÷êè íå áîëüøå äàííîãî. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ 
öåíòðîì êðóãà, äàííîå ðàññòîÿíèå — ðàäèóñîì êðóãà. Ãðàíèöåé êðóãà ÿâ-
ëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ñ òåìè æå öåíòðîì è ðàäèóñîì.

Ïëîùàäü êðóãà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äëèíû îãðàíè÷èâàþùåé 
åãî îêðóæíîñòè íà ðàäèóñ:

S R R= ⋅1

2
2( ) ;π S = πR2 èëè S

d
=

π 2

4
,

ãäå d = 2R — äèàìåòð îêðóæíîñòè.
Êðóãîâûì ñåêòîðîì íàçûâàåòñÿ ÷àñòü êðóãà, ëåæàùàÿ âíóòðè ñîîòâåòñ-

òâóþùåãî öåíòðàëüíîãî óãëà.
Ïëîùàäü êðóãîâîãî ñåêòîðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S
ñåêò.

R
n=

°
⋅ °

π 2

360
,

ãäå n° — ãðàäóñíàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíîãî óãëà, èëè

S
ñåêò.

=
αR2

2
,

ãäå α — ðàäèàííàÿ ìåðà öåíòðàëüíîãî óãëà.

5.3. Окружность
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Êðóãîâûì ñåãìåíòîì íàçûâàåòñÿ îáùàÿ ÷àñòü êðóãà è ïîëóïëîñêîñòè.
Ïëîùàäü ñåãìåíòà, íå ðàâíîãî ïîëóêðóãó, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S
R

n S=
°

⋅ ° ±π 2

360 Δ ,

ãäå n° — ãðàäóñíàÿ ìåðà öåíòðàëüíîãî óãëà, êîòîðûé ñîäåðæèò äóãó ýòîãî 
êðóãîâîãî ñåãìåíòà, à SΔ — ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â öåíòðå 
êðóãà è â êîíöàõ ðàäèóñîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèé
ñåêòîð. Çíàê «−» íàäî áðàòü, êîãäà n° < 180°, à çíàê «+» íàäî áðàòü, êîãäà 
n° > 180°.

Åñëè n° = 180°, òî ïëîùàäü ïîëóêðóãà 

S
ï/êð.

R
.=

π 2

2

Ïî ñêîëüêó sin (360° − n°) = sin (2π − α) = −sinn° = −sinα, òî ïëîùàäü óêàçàííîãî òðåóãîëüíèêà 

S RΔ = ±
1

2
2 sin ,α è ýòà ôîðìóëà èìååò âèä:

S
R

n nс мåã =
°

⋅ ° − °⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

2 180

π
sin

èëè

S
R

с мåã = −
2

2
( sin ),α α

ãäå n° — ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà, α — ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà.

 Ï ð è ì å ð . Íàéäèòå ïëîùàäü ñåêòîðà ðàäèóñà R, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé 
åìó öåíòðàëüíûé óãîë ðàâåí 150°.

Ðåøåíèå.

S
R n R R= ⋅ °

°
= ⋅ °

°
=π π π2 2 2

360

150

360

5

12
.

Îòâåò: S
R= 5

12

2π
.

5.3.2. Окружность, описанная около треугольника

Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç âñå åãî âåð-
øèíû.

Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïå-
ðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííûõ ÷åðåç 
ñåðåäèíû ýòèõ ñòîðîí.

Îêîëî ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü, è òîëüêî îäíó.

BN = NC; KC = KA; BM = MA;
OM ⊥ AB; ON ⊥ BC; OK ⊥ AC
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5.3.3. Окружность, вписанная в треугольник

Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê, åñëè îíà êàñàåòñÿ âñåõ åãî ñòîðîí.
Öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷å-

íèÿ åãî áèññåêòðèñ.
Â ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, è òîëüêî îäíó.

Ï ð è ì å ð . Òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê
îêðóæíîñòè äåëèò áîêîâóþ ñòîðîíó íà îòðåçêè 15 è 10 ñì, ñ÷èòàÿ îò âåð-
øèíû. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå: ΔABCΔΔ  — ðàâíîáåäðåííûé, çíà÷èò, BM = BN = 15 ñì; NA = MC =
= 10 ñì. Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè, CM = CD  =
= 10 ñì è AD = AN = 10 ñì.

Òîãäà èìååì:  AB = BC = 25 ñì; AC = 20 ñì; P = 2AB22  + AC = 2 ⋅ 25 + 20 = 70 ñì.
Îòâåò: 70 ñì.

5.3.4.  Комбинация окружностей, описанных и вписанных в треугольник

Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå:

OK = OM = OD = r (r OKCM — êâàäðàò).M

Ñóììà êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå äèàìåòðîâ âïè-
ñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé:

a + b = 2R + 2r

èëè r
a b c= + −

2
, ò. ê. R

c=
2

,

r — ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè;r
R — ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå: öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ðàâíî-
áåäðåííûé òðåóãîëüíèê, ëåæèò íà ìåäèàíå, âûñîòå è áèññåêòðèñå, ïðîâå-
äåííîé ê îñíîâàíèþ. Êðîìå òîãî: AO — áèññåêòðèñà ∠À∠∠ ; OD = OM = r.

Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå öåíòðû îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî 
ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, è îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â íåãî, ñîâïà-
äàþò. Ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ  ìåäèàí, áèññåêòðèñ è âûñîò ýòîãî òðåóãîëüíè-
êà, êîòîðóþ íàçûâàþò öåíòðîì ðàâíî ñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 5.3.
«Окружность»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Èç îäíîé òî÷êè îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå õîð-
äû, êîòîðûå óäàëåíû îò öåíòðà íà 3 ñì è 5 ñì. Íàéäèòå äëèíó áîëüøåé õîð-
äû.

Â2. Êîíöû äèàìåòðà óäàëåíû îò êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè íà 5 ñì è 15 ñì. Íàé-
äèòå äëèíó äèàìåòðà.

Â3. Õîðäà äëèíîé 33 ñì óäàëåíà îò öåíòðà îêðóæíîñòè íà 28 ñì. Íàéäèòå äèà-
ìåòð îêðóæíîñòè.

Â4. Íàéäèòå ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè ðàäèóñ îêðóæíîñòè, 
îïèñàííîé âîêðóã íåãî, ðàâåí 5 ñì, à îäèí èç êàòåòîâ — 6 ñì.

Â5. Äëèíà äóãè îêðóæíîñòè ðàâíà 10 ñì, à ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 2 ñì. Íàé-
äèòå ðàäèàííóþ ìåðó äóãè.

Â6. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû 6 è 8. Íàéäèòå ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàí-
íîé îêîëî ïðÿìîóãîëüíèêà.

Â7. Èç äàííîé òî÷êè îêðóæíîñòè ïðîâåäåíû äèàìåòð è õîðäà, êîòîðàÿ ðàâíà ðà-
äèóñó. Íàéäèòå óãîë ìåæäó äèàìåòðîì è õîðäîé.

Â8. Äàíû òðè îêðóæíîñòè O
1
, O

2
, O

3
ñ ðàäèóñàìè ñîîòâåòñòâåííî 1 ñì, 3 ñì, 5 ñì, 

êîòîðûå âíåøíå êàñàþòñÿ. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà O
1
O

2
O

3
.

Â9. Êîíöû äèàìåòðà óäàëåíû îò êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè íà ðàññòîÿíèÿ 8 ñì 

è 5 ñì. Íàéäèòå äëèíó ñ îêðóæíîñòè. Â îòâåò çàïèøèòå
c
π

.

Â10. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 2 3. Èç òî÷êè, êîòîðàÿ óäàëåíà îò öåíòðà íà ðàñ-

ñòîÿíèå 4 3,  ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè. Íàéäèòå äëèíû êàñà-

òåëüíûõ.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9

Â10
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Â11. Äâå îêðóæíîñòè, ðàäèóñû êîòîðûõ ðàâíû 4 ñì è 9 ñì, èìåþò âíåøíåå êàñà-
íèå. Ïðÿìàÿ êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé â òî÷êàõ A è B. Íàéäèòå AB.

Â12. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí R. Èç òî÷êè, êîòîðàÿ óäàëåíà îò öåíòðà íà ðàññòî-
ÿíèå 2R, ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè. Íàéäèòå óãîë ìåæäó êàñà-
òåëüíûìè.

Â13. Äâå õîðäû ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå F. Îòðåçêè îäíîé õîðäû ðàâíû 24 ñì è 14 ñì, 
îäèí èç îòðåçêîâ âòîðîé õîðäû ðàâåí 28 ñì. Íàéäèòå âòîðîé îòðåçîê âòîðîé 
õîðäû.

Â14. Ãèïîòåíóçà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AB = 12, êàòåò AC = 8. Íàéäèòå 
ðàäèóñ îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà ãèïîòåíóçå, êîòîðàÿ êàñàåòñÿ êàòåòà 
CB è ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó A.

Â15. Â ðàâíîáîêóþ òðàïåöèþ âïèñàíà îêðóæíîñòü. Òî÷êà êàñàíèÿ îêðóæíîñòè äå-
ëèò áîêîâóþ ñòîðîíó òðàïåöèè íà îòðåçêè äëèíîé 8 è 18. Íàéäèòå ïåðèìåòð 
òðàïåöèè.

Â16. Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà 24 ñì2, åãî ïåðèìåòð ðàâåí 20 ñì. Íàéäèòå äëèíó ðàäè-
óñà îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ýòîò ðîìá.

Â17. Âîêðóã îêðóæíîñòè ðàäèóñîì 5 îïèñàíà ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ, äëèíà áîêîâîé 
ñòîðîíû êîòîðîé ðàâíà 12. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü òðàïåöèè.

Â18. Ñóììà äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí îïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ðàâ  -
íà 12, åãî ïëîùàäü ðàâíà 48. Íàéäèòå ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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5.4. Равные векторы. Координаты вектора. Сложение векторов. 
Умножение вектора на число. Угол между векторами.
Скалярное произведение векторов

5.4.1. Скалярные и векторные величины

Âåëè÷èíû áûâàþò äâóõ âèäîâ. Âåëè÷èíû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîèìè ÷èñëîâûìè çíà÷å-
íèÿìè: äëèíà, ïëîùàäü, òåìïåðàòóðà, ìàññà íàçûâàþò ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè, èëè ñêàëÿðà-
ìè.

Îäíàêî ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí õàðàêòåðèçóþòñÿ íå òîëüêî ñâîèìè ÷èñëîâûìè çíà÷å-
íèÿìè, íî è íàïðàâëåíèåì: ñèëà, ñêîðîñòü, äàâëåíèå.

Âåëè÷èíû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íå òîëüêî ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè, íî è íàïðàâëåíèåì, 
íàçûâàþò âåêòîðíûìè âåëè÷èíàìè, èëè âåêòîðàìè.

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ èñïîëüçóþò ìàëåíüêèå ëàòèíñêèå áóêâû: a, b,
c,...  èëè äâå áîëüøèå: AB, CD. Ïåðâàÿ áóêâà ïðè òàêîé çàïèñè îçíà÷àåò 
íà÷àëî âåêòîðà, à âòî ðàÿ — êîíåö. Âìåñòî ñëîâà «âåêòîð» íàä áóêâåííûì 
îáîçíà÷åíèåì ñòàâÿò ÷åðòó: CD, m, b  è ò. ä.

Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé, èëè ìîäóëåì âåêòîðà AB íàçûâàåòñÿ äëèíà îò-
ðåçêà ÀÂ, êîòîðûé èçîáðàæàåò âåêòîð. Äëèíà âåêòîðà AB (èëè a ) îáîçíà-

÷àåòñÿ: AB  (èëè a ).

Íóëåâûì âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ âåêòîð AA, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó ëþáóþ 
òî÷êó ìîæíî ñ÷èòàòü âåêòîðîì. Íóëåâîé âåêòîð îáîçíà÷àåòñÿ 0.  Íàïðàâëåíèÿ íóëåâîé âåêòîð íå 
èìååò, åãî äëèíà ðàâíà íóëþ, ò. å. 0 0= .

 Âåêòîðû AB  è CD  íàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè, åñëè ëó÷è 
ÀÂ è CD îäèíàêîâî íàïðàâëåíû.

Âåêòîðû MN  è EF  íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííûìè, åñëè 
ëó÷è MN è EF ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.

Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè îíè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé 
èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Íàïðèìåð, a, b  è DC  êîëëèíåàðíû, à âåêòîðû AB  è DC  íåêîëëèíå-
àðíû.

Âåêòîðû â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD: AB è CD, BC è DA  — êîëëèíåàðíû, 
à âåêòîðû AB è BC, CD è DA — íåêîëëèíåàðíû.

5.4.2. Равенство векторов

Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîâìåùàþòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ, êîòîðûé ïåðåâîäèò íà÷àëî è êîíåö îäíîãî 

âåêòîðà â íà÷àëî è êîíåö äðóãîãî âåêòîðà.
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Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò:

Ðàâíûå âåêòîðû îäèíàêîâî íàïðàâëåíû è ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå: a b= .
Åñëè âåêòîðû îäèíàêîâî íàïðàâëåíû è ðàâíû ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå, 

òî îíè ðàâíû.
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áûâàåò ïîëåçíà òåîðåìà — ïðèçíàê ðàâåí ñòâà âåêòî-

ðîâ.

Åñëè âåêòîðû AB è DC  íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî äëÿ ðàâåíñòâà 
âåêòîðîâ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD áûë ïà-
ðàëëåëîãðàììîì.

5.4.3. Координаты вектора

O

Ïóñòü âåêòîð a  èìååò íà÷àëîì òî÷êó A(x
1
; y

1
), à êîíöîì òî÷êó B(x

2
; y

2
). 

Êîîðäèíàòàìè âåêòîðà a  íàçûâàþòñÿ ÷èñëà a
1

= x
2

− õ
1
; a

2
= y

2
− y

1
.

×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà a a a( ; ),1 2  íàäî îò êîîðäèíàò êîíöà âåê-
òîðà îòíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû íà÷àëà. Êîîðäèíàòû íóëåâîãî 
âåêòîðà ðàâíû íóëþ.

Èç ôîðìóëû, âûðàæàþùåé ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ÷åðåç èõ 

êîîðäèíàòû, ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà a a a( ; )1 2  ðàâíà: a a a= +1
2

2
2 .

Ðàâíûå âåêòîðû èìåþò ðàâíûå ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäè íàòû.
Åñëè ó âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ðàâíû, òî âåêòîðû ðàâíû.

Ï ð è ì å ð .  Íàéäèòå êîîðäèíàòû è àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó âåêòîðà AB, åñëè À(3; 5) è Â(7; 5).

Ðåøåíèå. AB (7 − 3; 5 − 5); AB (4; 0).

AB = + = =4 0 16 42 2 .

Îòâåò: (4; 0); 4.

5.4.4. Сложение векторов

Ñóììîé âåêòîðîâ a è b ñ êîîðäèíàòàìè (a
1
, a

2
) è (b

1
, b

2
) íàçûâàåòñÿ âåêòîð c ñ êîîðäèíàòàìè 

(a
1

+ b
1
, a

2
 + b

2
), ò. å.

a a a b b b c a b a b( ; ) ( ; ) ( ; )1 2 1 2 1 1 2 2+ = + + .

Íàïðèìåð, a (−2; 5) è b (7; −10); c a b= + ,  òîãäà

c = − + −( ; );2 7 5 10

c( ; ).5 5−

Правила сложения векторов
1. Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà
Êàêèìè áû íè áûëè òî÷êè A, B è Ñ, èìååò ìåñòî âåêòîðíîå ðàâåí ñòâî:

AB BC AC+ = .

a b

5.4. Равные векторы. Координаты  вектора. Сложение векторов



Раздел 5. Геометрические фигуры и их свойства260

Ýòî ïðàâèëî äàåò ñëåäóþùèé ñïîñîá ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ:
1) îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïîñòðîèì âåêòîð a;
2) îò êîíöà âåêòîðà a îòëîæèì âåêòîð b;
3) òîãäà âåêòîð c — âåêòîð, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ íà ÷àëîì âåêòîðà a,  à êîíåö — ñ êîí-

öîì âåêòîðà b,  ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âåêòîðîâ a è b.
Ýòèì ñïîñîáîì ìîæíî ñêëàäûâàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ. 
2. Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà
Åñëè âåêòîðû a è b  ïîñòðîèòü òàê, ÷òîáû îíè âûõîäèëè èç îäíîé òî÷êè, òî èõ ñóììà — äèàãî-

íàëü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ. Âåêòîð-ñóììà c âûõîäèò èç òîé æå òî÷êè, 
÷òî è âåêòîðû a è b.

Ï ð è ì å ð .  Åñòü âåêòîðû a, b, c.
Äàíî:

Íàéäèòå: âåêòîð m a b c= + + .
Ïîñòðîåíèå:

1) îòëîæèì âåêòîð a  îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè;

2) îò êîíöà âåêòîðà a îòëîæèì âåêòîð b, îò êîíöà âåêòîðà b îòëîæèì âåêòîð c ;

3) ñóììà âåêòîðîâ m a b c= + + , íà÷àëî åãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì âåêòîðà a,  êîíåö — ñ êîíöîì 
âåêòîðà c.

Законы сложения векторов
a a+ =0     a b b a+ = +     a b c a b c+ + = + +( ) ( )

5.4.5. Умножение вектора на число

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ( ; )a a1 2 íà ÷èñëî λ íàçûâàåòñÿ âåêòîð ( ; ),λ λa a1 2 ò. å. ( ; ) ( ; ).a a a a1 2 1 2λ λ λ=

Ïî îïðåäåëåíèþ ( ; ) ( ; ).a a a a1 2 1 2λ λ=

Законы умножения вектора на число

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a  è ÷èñåë λ è μ: ( ) .λ μ λ μ+ = +a a a

Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a è b  è ÷èñëà λ: λ λ λ( ) .a b a b+ = +

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà λa  ðàâíà λ ⋅ a .
Íàïðàâëåíèå âåêòîðà λa :
åñëè λ > 0 — ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì a; åñëè λ < 0 — ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ a.
Íàïðèìåð:
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Ï ð è ì å ð . Äàíû âåêòîðû a( ; )3 2 è b( ; ).0 1−
Íàéòè: àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó âåêòîðà c a b= − +2 4 .
Ðåøåíèå.

c a b= − + = − + − = − − + − = − −2 4 2 3 2 4 0 1 6 4 0 4 6 8( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ); c = − + − = =( ) ( ) .6 8 100 102 2

Îòâåò: 10.

5.4.6. Скалярное произведение векторов. Угол между векторами

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a a a( ; )1 2 è b b b( ; )1 2 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a
1
b

1
+ a

2
b

2
:

a b a b a b⋅ = +1 1 2 2 .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå a a⋅ îáîçíà÷àåòñÿ a2  è íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì êâàäðàòîì a2;  î÷åâèä-

íî, a a
2 2

= .

Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò: äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a a a( ; ),1 2 b b b( ; )1 2

è c c c( ; )1 2

( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅

Óãëîì ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè a  è b  íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó ðàâíû-
ìè èì âåêòîðàìè ñ îáùèì íà÷àëîì.

Óãîë ìåæäó îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè âåêòîðàìè ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.
Òåîðåìà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ àáñî-

ëþòíûõ âåëè÷èí íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

a b a b⋅ = ⋅ cos .ϕ

Ñëåäñòâèÿ
1. Êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå: cos .ϕ = ⋅

⋅
a b

a b

2. Åñëè âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

Åñëè a b⊥ , òî a b⋅ = 0.

Ï ð è ì å ð . Äàí òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A( ; );0 3 B( ; );2 3 C
3

2

3

2
; .

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

Íàéòè: óãîë À.
Ðåøåíèå. Íàéäåì óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè À, 

ò. å. AB è AC. cosϕ = ⋅
⋅

AB AC

AB AC

1. Íàéäåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ: AB = − −( ; );2 0 3 3 AB( ; );2 0

AC = − −
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
3

2
0

3

2
3; ; AC

3

2

3

2
; .−

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟

AB = + =2 0 22 2 ; AC = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ −
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= + =

3

2

3

2

9

4

3

4
3

2 2

.

3. Íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:

AB AC⋅ = ⋅ + ⋅ −
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
=2

3

2
0

3

2
3.

4. Èòàê: cos ;ϕ =
⋅

=3

2 3

3

2
ϕ = 30°. Îòâåò: 30°.

5.4. Равные векторы. Координаты  вектора. Сложение векторов
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 5.4.
«Векторы»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Äàíû âåêòîðû
G
a( ; ; ),3 2 1− −

G
b( ; ; ),1 1 2

G
c( ; ; ).−3 2 4  Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåêòîðà 

G G G G
n a b c= + −2 3 .  Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó êîîðäèíàò âåêòîðà 

G
n.

Â2. Íàéäèòå AC
J GJJ

, åñëè A(2; –3; –1), C(3; –1; –3).

Â3. Äàíû âåêòîðû
G
a( ; ; ),4 3 0−

G
b( ; ; ).−6 0 8  Íàéäèòå

G G
a b+ .

Â4. Äàíû âåêòîðû
G
a( ; ; ),4 2 0−

G
b( ; ; ).−6 0 1  Íàéäèòå

G G
a b+ .

Â5. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè n âåêòîðû 
G
a( ; ; )3 1 5  è 

G
b n( ; ; )− −6 2  êîëèíåàðíû?

Â6. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè p âåêòîðû 
G
a p( ; ; )3 1− è

G
b p( ; ; )−2 5  âçàèìíî ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû?

Â7. Íàéäèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ 
G
a  è 

G
b, åñëè

G
a = 3,

G
b = 8,  à óãîë 

ìåæäó âåêòîðàìè ðàâåí 120°.

Â8. Òî÷êè A(1; 3; –1), B(2; 1; 2), C(1; –2; 1) — âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà ABCD. 
Íàéäèòå êîîðäèíàòû âåðøèíû D. Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó êîîðäèíàò òî÷êè D.

Â9. Íàéäèòå óãîë ìåæäó âåêòîðàìè 
G
a è

G G
b c+  (â ãðàäóñàõ), åñëè èçâåñòíî, ÷òî 

G
a( ; ),2 2

G
b( ; )2 4 è

G
c( ; ).− −2 6

Â10. Åäèíè÷íûå âåêòîðû 
G
a è 

G
b îáðàçóþò óãîë 120°. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæå-

íèÿ ( ) .
G G
a b+ 2

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9

Â10
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Â11. Íàéäèòå óãîë (â ãðàäóñàõ) ìåæäó âåêòîðàìè 
G
a è

G
b,  åñëè

G G
a b⋅ = 10,

G
a = 4,

G
b = 5.

Â12. Íàéäèòå óãîë (â ãðàäóñàõ) ìåæäó âåêòîðàìè 
G
a( ; )−1 2  è 

G
b( ; ).3 1−

Â13. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ AB
J GJJ

( ; ; )3 0 4−

è AD
J GJJJ

( ; ; ).0 5 0

Â14. Âû÷èñëèòå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå.

Â15. Â êâàäðàòå ABCD ñòîðîíà AB ðàâíà 1,5. Íàéäèòå AB AC
J GJJ J GJJ

⋅ .

Â16. Îïðåäåëèòå óãîë (â ãðàäóñàõ) ìåæäó âåêòîðàìè 
G G
a b− è

G
c,  åñëè èçâåñòíî, ÷òî 

G
a( ; ; ),3 5 4−

G
b( ; ; ),− −2 5 4

G
c( ; ; ).0 0 2

Â17. Ïàðàëëåëîãðàìì ABCD ïîñòðîåí íà âåêòîðàõ
G
a  è 

G
b êàê íà ñòîðîíàõ. Èçâå ñò-

íî, ÷òî
G
a = 3,

G
b = 5,

G G
a b+ = 7.  Íàéäèòå âåëè÷èíó óãëà ìåæäó âåêòîðàìè 

G
a

è
G
b  (â ãðàäóñàõ).

Â18. Âåêòîðû
G
a è

G
b  îáðàçóþò óãîë 120° è

G
a = 3,

G
b = 5. Íàéäèòå 

G G
a b− .

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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5.5. Многогранники

Ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ òåëî, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî îãðàíè÷åíà êîíå÷íûì ÷èñëîì ïëîñ-
êèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Ìíîãîóãîëüíèêè, îãðàíè÷èâàþùèå ïîâåðõíîñòü òåëà, íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè, ñòîðîíû ãðàíåé 
íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè, âåðøèíû ãðàíåé íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà.

A

D

F

K

B

C

Íà ðèñóíêå èçîáðàæåí ìíîãîãðàííèê ABCDKF; ABC, ADFC, CFKB, 
ABKD, DKF — ãðàíè; AB, BC, AC, AD, FC, KB, DF, DK, KF — ðåáðà; A, B, 
C, D, K, F — âåðøèíû.

Ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ ñóììà ïëîùàäåé åãî 
ãðàíåé:

S = SABCS + SADFCS + SCFKB + SABKDS + DDKF.

�

	




�

Êóá — ýòî ìíîãîãðàííèê, 
ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî îã-
ðàíè÷åíà øåñòüþ ðàâíûìè 
êâàäðàòàìè.

Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëå-
ëåïèïåä — ýòî ìíîãîãðàí-
íèê, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî
îãðàíè÷åíà øåñòüþ ïðÿìî-
óãîëüíèêàìè.

Òåòðàýäð — ýòî ìíîãîãðàí-
íèê, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî
îãðàíè÷åíà ÷åòûðüìÿ òðå-
óãîëüíèêàìè.

5.5.1. Призма

Ïðèçìîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, ñîñòîÿùèé èç äâóõ ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (îñíîâàíèé 
ïðèçìû), êîòîðûå ëåæàò â ðàçíûõ ïëîñêîñòÿõ è ñîâìåùàþòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, è âñåõ 
îòðåçêîâ, êîòîðûå ñîåäèíÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåò ñòâóþùèå âåðøèíû, íàçûâàþòñÿ áîêîâû-
ìè ðåáðàìè ïðèçìû.

Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ ï-óãîëüíîé, åñëè îñíîâàíèå — ï-óãîëüíèê.
A

1
A

11 2
…An è B

1
B

2
…Bn — îñíîâàíèÿ ïðèçìû;

A
1
A

11 2
B

2
B

1
, A

2
A

22 3
B

3
B

2
, …, AnA1

B
1
Bn — áîêîâûå ãðàíè ïðèçìû;

A
1
B

1
, A

2
B

2
, …, AnBn — áîêîâûå ðåáðà ïðèçìû.

Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïðèçìû ñîñòîèò èç áîêîâûõ ãðàíåé ïðèçìû.
Ïîâåðõíîñòü (ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü) ïðèçìû ñîñòîèò èç îñíîâàíèé è áîêî-

âîé ïîâåðõíîñòè.
Âûñîòîé ïðèçìû íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç êàêîé-ëèáî òî÷êè ïëîñêîñòè îä-

íîãî îñíîâàíèÿ ê ïëîñêîñòè äðóãîãî îñíîâàíèÿ (ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè îñíîâàíèé).
ÎÎ

1
 — âûñîòà ïðèçìû.

Äèàãîíàëü ïðèçìû — îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå âåðøèíû ïðèçìû, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò 
îäíîé ãðàíè.
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Íàïðèìåð, A
1
B

3
 — äèàãîíàëü ïðèçìû.

Ïðèçìà, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæàò ïàðàëëåëîãðàììû, íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì.

Свойства призмы
1. Îñíîâàíèÿ ïðèçìû — ðàâíûå ìíîãîóãîëüíèêè, ëåæàùèå â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.
2. Áîêîâûå ðåáðà ïðèçìû ïàðàëëåëüíû è ðàâíû.
3. Áîêîâûå ãðàíè ïðèçìû — ïàðàëëåëîãðàììû.

Виды призм
1. Ïðÿìàÿ ïðèçìà — ýòî ïðèçìà, âñå áîêîâûå ðåáðà êîòîðîé ïåðïåíäèêó-
ëÿðíû îñíîâàíèÿì.

Ñâîéñòâà ïðÿìîé ïðèçìû

1) Îñíîâàíèÿ ïðÿìîé ïðèçìû — ðàâíûå ìíîãîóãîëüíèêè, êîòîðûå ëåæàò 
â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.

2) Áîêîâûå ðåáðà ïðÿìîé ïðèçìû ïàðàëëåëüíû, ðàâíû è ïåðïåíäèêóëÿð-
íû ïëîñêîñòÿì îñíîâàíèé, ò. å. ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè ïðèçìû.

Âûñîòà ïðÿìîé ïðèçìû ðàâíà äëèíå áîêîâîãî ðåáðà.
3) Áîêîâûå ãðàíè ïðÿìîé ïðèçìû — ïðÿìîóãîëüíèêè. Ïëîñêîñòè áîêîâûõ ãðàíåé ïåðïåíäèêó-

ëÿðíû ïëîñêîñòÿì îñíîâàíèé.
Ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî áîêîâûå ðåáðà ïåðïåíäèêóëÿðíû îñíîâàíèþ, íàçûâàþò ïðÿìûì. 

Ïðÿìîé ïàðàëëåëåïèïåä, îñíîâàíèÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè, íàçûâàåòñÿ ïðÿìî-
óãîëüíûì. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî âñå ðåáðà ðàâíû, íàçûâàåòñÿ êóáîì.

2. Íàêëîííàÿ ïðèçìà — ïðèçìà, ó êîòîðîé áîêîâûå ðåáðà íå ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòÿì 
îñíîâàíèé.

3. Ïðàâèëüíàÿ ïðèçìà — ïðÿìàÿ ïðèçìà, îñíîâàíèÿ êîòîðîé — ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè. 
Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñâîéñòâà ïðÿìîé ïðèçìû ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïðàâèëüíîé ïðèçìû.

Ñâîéñòâà ïðàâèëüíîé ïðèçìû

1. Áîêîâûå ãðàíè ïðàâèëüíîé ïðèçìû — ðàâíûå ïðÿìîóãîëüíèêè.
2. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé ï-óãîëüíîé ïðèçìû ñî ñòîðîíîé îñíîâàíèÿ à

è âûñîòîé h âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S
áîê.

= n ⋅ a ⋅ h.

ïðàâèëüíàÿ ïðàâèëüíàÿ ïðàâèëüíàÿ

5.5. Многогранники
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 Сечение призмы плоскостью. Площадь боковой и полной
поверхности призмы. Объем призмы

Ïåðïåíäèêóëÿðíûì ñå÷åíèåì íàêëîííîé ïðèçìû íàçûâàåòñÿ åå ñå÷åíèå 
ïëîñêîñòüþ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå áîêîâûå ðåáðà è ïåðïåíäèêóëÿðíà èì.

Ïîñòðîåíèå ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ñå÷åíèÿ â íàêëîííîé ïðèçìå

1. ×åðåç òî÷êó À íà áîêîâîì ðåáðå ïðîâîäèì ê ýòîìó ðåáðó ïåðïåíäèêó-
ëÿðû ÀÂ è ÀÑ, êîòîðûå ëåæàò íà äâóõ ñìåæíûõ áîêîâûõ ãðàíÿõ (èíîãäà 
òî÷êó À áåðóò íà îäíîé èç âåðøèí ïðèçìû).

2. Ïî ïðèçíàêó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè äîêàçûâàåì 
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìîé DA è ïëîñêîñòè ÀÂÑ.

3. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñ-
êîñòè, äîêàçûâàåì, ÷òî ÀÂÑ — èñêîìîå ñå÷åíèå.

Åñëè ï > 3, ïîñòðîåíèå ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè è îáúåì ïðèçìû

Íàêëîííàÿ ïðèçìà Ïðÿìàÿ ïðèçìà

Áîêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü

S
áîê.

= Ð
ïåð.

⋅ l,
ãäå Ð

ïåð.
— ïåðèìåòð ïåðïåíäèêóëÿðíîãî 

ñå÷åíèÿ, 
l — äëèíà áîêîâîãî ðåáðà

S
áîê.

= Ð
îñí.

⋅ Í,
ãäå Ð

îñí.
 — ïåðèìåòð îñíîâàíèÿ, 

Í — âûñîòà

Ïîëíàÿ
ïîâåðõíîñòü

S
ïîëí.

 = S
áîê.

 + 2S
îñí.

S
ïîëí.

= S
áîê.

 + 2S
îñí.

Îáúåì V =V S
ïåð.

⋅ l
èëè                   V =V S

îñí.
⋅ Í, 

ãäå S
ïåð.

 — ïëîùàäü ïåðïåíäèêóëÿðíîãî 
ñå÷åíèÿ, 
l — áîêîâîå ðåáðî

V =V S
îñí.

⋅ Í,
ãäå S

îñí.
 — ïëîùàäü îñíîâàíèÿ

ïðèçìû,
Í — âûñîòà

Ï ð è ì å ð  1. Äèàãîíàëü ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíà l è ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ 
îñíîâàíèÿ óãîë β. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðèçìû.

Ðåøåíèå. ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
 — ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïðèçìà, åå îñíî-

âàíèÿ ABCD è A
1
B

1
C

1
D

1
 — êâàäðàòû, áîêîâûå ðåáðà ïåðïåí äèêó ëÿð íû îñ-

íîâàíèÿì. Òàê êàê B
1
B ⊥ (ABCD(( ), òî BD — ïðîåêöèÿ äèàãîíàëè B

1
D ïðè-

çìû íà ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ. Òîãäà ∠B
1
DB — óãîë, îáðàçîâàííûé ýòîé 

äèàãîíàëüþ ñ ïëîñ êîñòüþ (ÀÂÑD(( ).
Ïî óñëîâèþ: ∠B

1
DB = β; B

1
D = l. S

áîê.
 = PABCDP  ⋅ B

1
B.

Èç ΔB
1
BD (∠B

1
BD = 90°, ò. ê. B

1
B ⊥ (ABCD(( ): B

1
B = B

1
D sin∠B

1
DB = lsin β;

BD = B
1
D cos∠B

1
DB = lcosβ.

Èç ΔABDΔΔ (∠BAD = 90°): AB2 + AD2 = BD2, à ò. ê. AB = AD, òî 2AB22 2 = BD2 =

= l2 cos2 β; AB
l l

= =
cos cos

.
β β

2

2

2

S AB B B
l

l lбок.

cos
sin sin .= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =4 4

2

2
2 21

2β
β β Îòâåò: 2 22l sin .β
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Ïðèìå ð  2. Áîêîâîå ðåáðî íàêëîííîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíî 6 ñì, äâå áîêîâûå ãðàíè åå 
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, è èõ ïëîùàäè ðàâíû  24 ñì2 è 30 ñì2. Íàéäèòå îáúåì ïðèçìû.

Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà ABCA
1
B

1
C

1
.

SAA B B1 1
24 2= см , SAA C C1 1

30 2= см , A
1
A

11
 = 6 ñì.

Ïëîñêîñòè CAA
1
è BAA

1
 ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó M ∈ A
1
A

11
ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ AA

1
. Îíà 

ïåðåñåêàåò ïðÿìûå Ñ
1
Ñ è B

1
B, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé A

1
A

11
, â òî÷êàõ Ð è N. 

Ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòÿìè áîêîâûõ ãðàíåé îá-
ðàçóþò ΔMPN.

Ò. ê. A
1
A

11
⊥ (PMN), à ïðÿìûå MP è MN ëåæàò â ïëîñêîñòè PMN, òî 

A
1
A

11
⊥ MP è A

1
A

11
⊥ MN, çíà÷èò, ∠PMN — ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà 

ïðè ðåáðå A
1
A

11
. Ïî óñëîâèþ ∠PMN = 90°. V =V SΔPMN ⋅N A

1
A

11
.

S A A MNAA B B1 1 1= ⋅ ,  ò. ê. áîêîâàÿ ãðàíü AA
1
B

1
B — ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòî-

ðîíîé A
1
A

11
 è âûñîòîé MN. Òîãäà 6 ⋅ MN = 24; MN = 4 (ñì). Àíàëîãè÷íî 

S A A MPAA C C1 1 1= ⋅ ,  6 ⋅ MP = 30; MP = 5 (ñì). 

S MN MPMNPΔ = ⋅ = ⋅ ⋅ =
1

2

1

2
4 5 10 2( ).см V = V 10 ⋅ 6 = 60 (ñì3). 

Îòâåò: 60 ñì3. 

Ïîñòðîåíèå ñå÷åíèé

Ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïëîñêîñòü, 
ïî îáå ñòîðîíû îò êîòîðîé — òî÷êè äàííîãî òåëà.

Ñå÷åíèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç îáùèõ 
òî÷åê ñåêóùåé ïëîñêîñòè è ïîâåðõíîñòè äàííîãî òåëà.

Îñíîâíûå ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé

1. Åñëè äàíû (èëè óæå ïîñòðîåíû) äâå òî÷êè ïëîñêîñòè íà îäíîé ãðàíè 
ìíîãîãðàííèêà, òî ñëåä ñå÷åíèÿ — ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè.

2. Åñëè äàíà (èëè óæå ïîñòðîåíà) ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ 
ñ îñíîâàíèåì ìíîãîãðàííèêà (ñëåä íà îñíîâàíèè) è åñòü òî÷êà, ëåæàùàÿ â äàííîé ãðàíè, òî íå-
îáõîäèìî îïðåäåëèòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äàííîãî ñëåäà ñ ýòîé áîêîâîé ãðàíüþ (îíà áóäåò òî÷êîé 
ïåðåñå÷åíèÿ äàííîãî ñëåäà ñ îáùåé ïðÿìîé îñíîâàíèÿ è äàííîé áîêîâîé ãðàíüþ).

3. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñ îñíîâàíèåì ìîæíî îïðåäåëèòü êàê òî÷êó ïåðåñå÷å-
íèÿ êàêîé-ëèáî ïðÿìîé â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñ åå ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ.

Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé

Ñïîñîá ñîîòâåòñòâèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïîñòðîèòü 
òå òî÷êè íèæíåãî îñíîâàíèÿ ìíîãîãðàííèêà, êîòîðûå âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòâå÷àþò òî÷êàì èñêî-
ìîãî ñå÷åíèÿ.

Ñïîñîá ñëåäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïëîñêîñòè íèæíåãî îñíîâàíèÿ (èíîãäà íà íåêîòîðîé äðó-
ãîé ïëîñêîñòè) âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñëåäîâ (ëèíèé è òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè, 
íåêîòîðûõ ïðÿìûõ).  Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñëåäîâ ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ 
ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ðåáðàìè ìíîãîãðàííèêà è ëèíèé ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ãðàíÿìè 
ìíîãîãðàííèêà.

. Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç 
òðè çàäàííûå òî÷êè: K ∈ AB, L ∈ A

1
D

1
è M ∈ CC

1
.

Ðåøåíèå. Îïóñòèì èç äàííîé òî÷êè L ïåðïåíäèêóëÿð LN íà AD. Ïðî-
âåäåì ïðÿìûå LM è NC äî èõ ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå Å (ýòè ïðÿìûå ëåæàò 
â îäíîé ïëîñêîñòè (LMN) è íåïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó ïåðåñåêóòñÿ â íåêîòî-
ðîé òî÷êå Å).

Ïðîâåäåì ïðÿìóþ EK äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìûìè ÂÑ è AD ñîîòâåòñòâåííî 
â òî÷êàõ F è G. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ GL äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìûìè AA

1
è DD

1

5.5. Многогранники
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â òî÷êàõ Í è Ð. Òî÷êó Ð ñîåäèíèì ñ çàäàííîé òî÷êîé Ì è íà ïåðåñå÷åíèè ÐÌ ñ ðåáðîì D
1
C

1
ïîëó÷èì 

òî÷êó Q. Òî÷êè L, Q, M, F, K è Í ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíèì. Ôèãóðà LQMFKH — èñêîìîå ñå÷åíèå.

Ï ð è ì å ð  4. Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå êóáà ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
 ïëîñêîñòüþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè: 

K ∈ B
1
B, E ∈ AD, P ∈ DC.

L

 Ðåøåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî ïî ñòðîèòü òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ ïëîñêîñòè (KEP) ñ ãðàíÿìè êóáà. Ïëîñêîñòü (KEP) ñ ïëîñêîñòüþ (ABCD(( ) 
ïåðåñåêàåòñÿ ïî ïðÿìîé PE.

Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü ÂÂ
1
C

1
C â òî÷êå Ì, à ïëîñêîñòü AA

1
B

1
Â —

â òî÷êå N.
Òåïåðü îïðåäåëèì òî÷êè, ëåæàùèå íà ãðàíè AA

1
B

1
B, ò. å. ïðîâåäåì ïðÿ-

ìóþ ÷åðåç òî÷êè N è K, ïîëó÷èì òî÷êó L íà ðåáðå AA
1
, ïðîâåäåì ïðÿìóþ 

KM íà ãðàíè BB
1
C

1
C, ïîëó÷èì òî÷êó F — òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé KM

ñ ðåáðîì CC
1
. Ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ (KEP) âûïîëíåíî: ýòî ïÿòèóãîëüíèê 

ELKFP.

Угол между прямой и плоскостью
Óãëîì ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó ýòîé ïðÿìîé è åå ïðîåêöèåé íà ýòó 

ïëîñêîñòü.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîåêöèè ïðÿìîé à íà ïëîñêîñòü α äîñòàòî÷íî íàéòè äâå 

òî÷êè ïðîåêöèè: íàïðèìåð, òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé à è ïëîñêîñòè α è 
îñíîâàíèå êàêîãî-íèáóäü ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç äðóãîé òî÷êè 
ïðÿìîé à íà ïëîñêîñòü.

AO ⊥ α, BO — ïðîåêöèÿ ÀÂ íà ïëîñêîñòü α.
∠ABO∠∠  = ϕ — óãîë ìåæäó ÀÂ è ïëîñêîñòüþ α.

Óãîë ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìîé
è ïëîñêîñòüþ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì 0°.

Óãîë ìåæäó ïåðïåíäèêóëÿðíûìè
ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ ðàâåí 90°. 

Ï ð è ì å ð .  Äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà d è ñîñòàâëÿåò ñ îñíîâàíèåì 
óãîë α, à ñ áîêîâîé ãðàíüþ óãîë β. Íàéäèòå îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà.

�

�

�
�

�
�

Ðåøåíèå. Ïóñòü B
1
D = d.

∠B
1
DB = α, ∠B

1
DC

1
= β.

Èç ΔB
1
DB: BB

1
= B

1
D sin α = d sin α, BD = B

1
D cos α = d cos α.

Èç ΔB
1
C

1
D: B

1
C

1
 = B

1
D sin β = d sin β = BC. Èç ΔBCD:

CD BD BC BD B C= − = − =2 2 2
1 1

2

d d= −2 2 2 2cos sinα β = −d cos sin .2 2α β
ðàëëåëåïèïåäà èìååì:

V BB BC CD d d d= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − =1
2 2sin sin cos sinα β α β −d3 2 2sin sin cos sin .α β α β

Îòâåò: d3 2 2sin sin cos sin .α β α β−

5.5.1.3. Угол между плоскостями
Óãëîì ìåæäó ïëîñêîñòÿìè αα è ββ, ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî ïðÿìîé ñ, íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó ïðÿ-

ìûìè, ïî êîòîðûì òðåòüÿ ïëîñêîñòü γγ, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ èõ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ, ïåðåñåêàåò 
ïëîñêîñòè αα è ββ.
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∠ÀÂÑ∠∠ — óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè α è β, ò. ê. AB ⊥ c; BC ⊥ c, AÂ ⊂ α, 
BC ⊂ β.

Óãîë ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ðàâåí 0°.
Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ëåæèò â ïðåäåëàõ îò 0° äî 90°.

Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòÿìè
1. Íà ïðÿìîé ñ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé α è β âûáèðàåì òî÷êó Ñ. ×åðåç Ñ

â ïëîñêîñòÿõ α è β ïðîâîäèì ïðÿìûå à è b, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ñ. Óãîë ìåæ-
äó ïðÿìûìè à è b ðàâåí óãëó ìåæäó ïëîñêîñòÿìè:

α ∩ β = c; ∠(α; β) = ∠(a; b);
C ∈ c; a ⊥ c; b ⊥ c; 

a ⊂ α, b ⊂ β.

À ∈ α; À ∉ ñ; îïóñòèì èç íåå ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðÿìóþ ñ
è ïëîñêîñòü β: AB ⊥ c; AA

1
⊥ β. Ñîåäèíèì òî÷êè Â è À

1
: A

1
B ⊥ c ïî òåîðåìå 

î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ; ∠ABÀ∠∠
1
 — óãîë ìåæäó α è β.

Ï ð è ì å ð .  ×åðåç îäíó èç ñòîðîí îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðè-
çìû ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü ïîä óãëîì ϕ ê îñíîâàíèþ, îòñåêàþùàÿ îò ïðèçìû 

ïèðàìèäó îáúåìîì V. Íàéäèòå ïëîùàäü îáðàçîâàâøåãîñÿ òðåóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì èñêîìóþ ïëîùàäü ÷åðåç S, ïëîùàäü îñíîâàíèÿ — ÷åðåç S

0
, à ñòîðîíó ïðà-

âèëüíîãî ΔÀÂÑΔΔ , ëåæàùåãî â îñíîâàíèè — ÷åðåç à. Òîãäà S
S

= 0

cos
,

ϕ
ïðè÷åì

�




S S
a

ABC0

2 3

4
= =Δ . Èç ΔÀÂÑΔΔ  åãî âûñîòà ðàâíà: CF a

a a= − ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=2
2

2

3

2
.

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî ΔCDF èìååì: CD CF
a= ⋅ =tg tgϕ ϕ3

2
.

Ïî óñëîâèþ V S CD= ⋅ ⋅1

3 0 .
Òîãäà 

V
a a a

a
V

V a V= ⋅ ⋅ ⋅ = ⇔ = = ⋅ ⇔ = ⋅ ⋅1

3

3

4

3

2 8

8
8 2

2 3
3 3tg

tg

tg
ctg ctgϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ.

Çíà÷èò, S
S a

a V= = = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =0
2

2 3 23

4

3

4
2

3

4cos
: cos

cos
( )

cosϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ctg

= ⋅ = ⋅3 3
2 2

3 2
3

2

2
3

V Vcos

cos sin cos sin
.

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

Îòâåò: 3
2

2
3⋅ V

cos sin
.

ϕ ϕ

Угол между скрещивающимися прямыми
Óãëîì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó ïðÿ-

ìûìè, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ è ïàðàëëåëüíû äàííûì ñêðåùèâàþùèìñÿ
ïðÿìûì.

Åñëè óãîë ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè 90°, òî îíè íàçûâàþòñÿ
ïåðïåíäèêóëÿðíûìè:

5.5. Многогранники
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a || a
1
, b || b

1
,

∠(a; b) = ∠(a
1
; b

1
) = ϕ,

0° < ϕ < 90°.

Ï ð è ì å ð  1. ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
— êóá. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïðÿìûìè AA

1
è DC.

Ðåøåíèå. Ïðÿìûå AA
1

è DC — ñêðåùèâàþùèåñÿ  (DC ⊂ (ABCD(( ), AA
1

∩
∩ (ABCD(( ) = A, A ∉ DC). DD

1
|| AA

1
, òîãäà ∠D

1
DC = 90° — èñêîìûé óãîë.

Îòâåò: 90°.

Ï ð è ì å ð  2. Ñòîðîíà ÀÑ ðàâíîñòîðîííåãî ΔÀÂÑΔΔ  ëåæèò â ïëîñêîñòè β, 
à îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî èç òî÷êè Â ê ïëîñêîñòè β, óäà-
ëåíî îò ÀÑ íà 6 ñì. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ÀÂÑ è β, åñëè 
AB = 8 3 см.

Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì OM ⊥ AC. Òîãäà ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ 
BM ⊥ AC, ò. å. ∠BMO — óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ÀÂÑ è β. OM — ðàññòî-M
ÿíèå îò òî÷êè Î äî ïðÿìîé ÀÑ, çíà÷èò, OM = 6 ñì.

Â ïðàâèëüíîì ΔÀÂÑΔΔ âûñîòà

BM
AC

= =
⋅

=
3

2

8 3 3

2
12 см.

Èç ΔBOM (∠BOM = 90°):

cos ;∠ = = =BMO
OM

BM

6

12

1

2
∠BMO = 60°. 

Îòâåò: 60°.

Ï ð è ì å ð  3. Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
äàíû ðåáðà: AB = 2a, BC = 3a, 

AA
1
= a. ×åìó ðàâíû óãëû ìåæäó ïðÿìûìè: 1) ÀÂ è CD

1
; 2) AC è A

1
B

1
?

�







�


� ��


�

��

Ðåøåíèå. 1) Ïðÿìûå ÀÂ è CD
1
 — ñêðåùèâàþùèåñÿ, òîãäà óãîë ìåæäó 

íèìè ðàâåí óãëó ìåæäó ïðÿìûìè ÀÂ è BA
1
, òàê êàê CD

1
|| BA

1
. Èç ΔAAΔΔ

1
B:

tg ∠ = = =ABA
AA
AB

a
a1

1

2

1

2
,

∠ =ABA1
1

2
arctg .

2) Ïðÿìûå ÀÑ è A
1
B

1
— ñêðåùèâàþùèåñÿ, çíà÷èò, óãîë ìåæäó íèìè ðà-

âåí óãëó ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè A
1
C

1
è A

1
B

1
, òîãäà èç ΔAΔΔ

1
B

1
C

1
: 

tg ,∠ = = = =B A C
B C
A B

BC
AB

a
a1 1 1

1 1

1 1

3

2

3

2
ñëåäîâàòåëüíî, ∠ =B A C1 1 1

3

2
arctg .

Îòâåò: 1) arctg
1

2
;  2) arctg

3

2
.

  Расстояние между скрещивающимися прямыми
 äâóõ ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ íàçûâàåòñÿ îò-

ðåçîê ñ êîíöàìè íà ýòèõ ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûé êàæäîé èç íèõ.
Ðàññòîÿíèåì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè íàçûâàåòñÿ äëèíà èõ 

îáùåãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Îíà ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè 
ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ýòè ïðÿìûå:

AB ⊥ a, AB ⊥ b; ρ(a; b) = AB.
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Ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

Ïðîâîäèì ÷åðåç ïðÿìóþ b ïëîñêîñòü β || a:

ρ(a; b) = ρ(a; β).

Ïðîâîäèì ÷åðåç ïðÿìûå a è b ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè α || β:

ρ(a; b) = ρ(α; β).

Ïðîâîäèì ïëîñêîñòü α ⊥ a è ïðîå öèðóåì ïðÿìûå  à è b íà ýòó ïëîñêîñòü: 
a → A; b → b

1
:

ρ(a; b) = ρ(A(( ; b
1
).

Ï ð è ì å ð  1. Äâå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè α è β ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé MN, 
ïðÿìàÿ b ⊂ β è b || MN. Ðàññòîÿíèå îò à äî MN ðàâíî  45 ìì, à îò b äî MN — 60 ìì. Íàéäèòå N
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè à è b.

 Ðåøåíèå.
1. b || MN è a || MN ⇒ a || b.
2. B ∈ b, BB

1
⊥ MN; BB

1
— ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé MN äî Â; BB

1
=

= 60 ìì. Ïî òåîðåìå î ïðÿìîé, êîòîðàÿ ëåæèò â îäíîé èç äâóõ ïåðïåíäèêó-
ëÿðíûõ ïëîñêîñòåé è ïåðïåíäèêóëÿðíà ëèíèè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, BB

1
⊥ α.

3. B
1
Â ⊥ α; B

1
A

11
— ðàññòîÿíèå îò à äî MN, B

1
A

11
= 45 ìì.

4. Ñîåäèíèì òî÷êè À è Â. AB
1
— ïðîåêöèÿ íàêëîííîé ÀÂ íà ïëîñêîñòü α. 

Íî a ⊥ AB
1
, òîãäà a ⊥ AB ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ;  ÀÂ — èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

5. Èç ΔBB
1
A

11
(∠BB

1
A

11
 = 90°): 

AB BB AB2
1
2

1
2 2 245 60 5625= + = + = ; AB = 75 ìì.

Îòâåò: 75 ìì.

Ï ð è ì å ð  2. ×åðåç òî÷êó Î — òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé êâàäðàòà ABCD — ïðîâåäåí ïåð-
ïåíäèêóëÿð MO ê åãî ïëîñêîñòè. AD = 2a. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ÀÂ è ÌÎ.

D
O

C B

A

K

Ðåøåíèå. AB ⊂ (ABC(( ), MO ∩ (ABC(( ) = O; O ∉ AB.
Òîãäà ÀÂ è ÌÎ — ñêðåùèâàþùèåñÿ ïðÿìûå; KO — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ΔABDΔΔ

è KO || AD.
Ïîñêîëüêó AB ⊥ AD, òî AB ⊥ KO; ò. ê. MO ⊥ (ABC(( ), òî MO ⊥ KO.
Òàêèì îáðàçîì, KO — îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð ê ñêðåùèâàþùèìñÿ ïðÿ-

ìûì ÀÂ è ÌÎ.

KO — èñêîìîå ðàññòîÿíèå. KO AD a= =
1

2
.

Îòâåò: à. 
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Расстояние от точки до прямой
Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ðàâíî äëèíå îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ýòè 
òî÷êè:

ρ(A(( ; B) = AB.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïðÿìîé — ýòî äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî 
èç äàííîé òî÷êè íà ïðÿìóþ:

AB ⊥ à,
ρ(A(( ; a) = AB.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè — ýòî ðàññòîÿíèå îò êàêîé-
ëèáî òî÷êè îäíîé ïðÿìîé äî äðóãîé.

a || b; A ∈ a, AM ⊥ b; Ì ∈ b,
ρ(a, b) = AM.

Ï ð è ì å ð .  Â ïðàâèëüíîé ïðèçìå ABCDA
1
B

1
C

1
èçâåñòíî, ÷òî ÀÂ = à, AA

1
= h. Íàéäèòå ðàññòîÿ-

íèå îò âåðøèíû B
1
 äî ïðÿìîé ÀÑ.


�

��

��

�




�

�

. Ïðîâåäåì BK ⊥ AC, òîãäà ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ 
B

1
K ⊥ AC. Ñëåäîâàòåëüíî, B

1
K — ðàññòîÿíèå îò âåðøèíû B

1
 äî ïðÿìîé ÀÑ.

Èç òðåóãîëüíèêà ABK èìååì: BK AB AK a
a a= − = − =2 2 2

2 2

4

3

4
.

Èç òðåóãîëüíèêà BB
1
K èìååì:

B K BB BK h
a h a

1 1
2 2 2

2 2 23

4

4 3

2
= + = + = +

.

Îòâåò:
4 3

2

2 2h a+
.

Расстояние от точки до плоскости
Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè — ýòî äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåí-
íîãî èç ýòîé òî÷êè íà ïëîñêîñòü.

Ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ
Ïðîâîäèì KM ⊥ α (M ∈ α).
KM = ρM (K; α).

SO ⊥ α. Ïðîâîäèì KM || SO. Òîãäà KM ⊥ α è KM = ρ(K; α).
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Ïðîâîäèì ÷åðåç òî÷êó K ïëîñêîñòü β ⊥ α (β ïåðåñåêàåò α ïî ÀÂ). Ïðîâî-
äèì KM ⊥ AB. Òîãäà KM ⊥ α è KM = ρM (K; α).

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìîé è ïàðàëëåëüíîé åé ïëîñêîñòüþ

Ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé äî ïàðàëëåëüíîé åé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ðàññòî-
ÿíèåì îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ýòîé ïðÿìîé äî ïëîñêîñòè:

a || α, A ∈ a; ρ(a; α) =  ρ(A(( ; α), 
ρ(a; α) = AB.

×àñòíûå ñëó÷àè íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèé îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè (äî ïðÿìîé)

Â çàäà÷àõ øêîëüíîãî êóðñà ãåîìåòðèè ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ íåîáõîäèìî íàéòè 
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè ïðè óñëîâèè, ÷òî òî÷êà ðàâíîóäàëåíà îò ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà 
èëè îò åãî âåðøèí.

Î ï î ð í à ÿ ç à ä à ÷ à 1. Ñâîéñòâî òî÷êè, ðàâíîóäàëåííîé îò ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêà.
Åñëè òî÷êà âíå ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîóäàëåíà îò åãî ñòîðîí, 

òî îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî èç ýòîé òî÷êè ê ïëîñêîñòè 
ìíîãîóãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ìíîãî-
óãîëüíèê.

SA — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà.
SO — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêà.

Î ï î ð í à ÿ ç à ä à ÷ à 2. Ñâîéñòâî òî÷êè, ðàâíîóäàëåííîé îò âñåõ âåðøèí 
ìíîãîóãîëüíèêà.

Åñëè òî÷êà âíå ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêà ðàâíîóäàëåíà îò âñåõ åãî âåð-
øèí, òî îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåííîãî èç ýòîé òî÷êè ê ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêà, 
ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ìíîãîóãîëüíèêà.

SA — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà.
SO — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè ìíîãîóãîëüíèêà.
Ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî çíàòü ôîðìóëû çàâèñè-

ìîñòè ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêà è ðàäèóñîâ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòåé. Ïðèâåäåì èõ â òàáëèöå.

R — ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè; r — ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè.r

Ï ð è ì å ð . Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Ì äî ïëîñêîñòè ðàâíîáåäðåííîãî ΔÀÂÑΔΔ , çíàÿ, ÷òî 

ÀÂ = ÂÑ = 13 ñì, ÀÑ = 10 ñì, òî÷êà Ì ðàâíîóäàëåíà îò êàæäîé ñòîðîíû íà 8
2

3
см.

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è òî÷êà Ì ðàâíîóäàëåíà îò âñåõ ñòîðîí ΔÀÂÑΔΔ , 
ïîýòîìó òî÷êà Î îäèíàêîâî óäàëåíà îò âñåõ ñòîðîí ΔÀÂÑΔΔ  è ÿâëÿåòñÿ öåíò-
ðîì îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â ýòîò òðå óãîëüíèê, OK — åå ðàäèóñ.

1. Íàéäåì ïëîùàäü ΔÀÂÑΔΔ : p =
+ +

=
13 13 10

2
18 ( );см

S ABCΔ = ⋅ − ⋅ − ⋅ − =18 18 13 18 13 18 10 60 2( ) ( ) ( ) ( ).см
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2. Íàéäåì OK r
S

p
ABC= = = =Δ 60

18

10

3
( ).см

ΔMOK (∠MOK = 90°): MO MK OK2 2 2

2 2

8
2

3

10

3

36 16

9
= − = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
⋅

; MO = 8 ñì.

Îòâåò: 8 ñì.

5.5.2. Пирамида

Ïèðàìèäîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé ñîñòîèò èç ïëîñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà (îñíî-
âàíèÿ), òî÷êè, íå ëåæàùåé  â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ (âåðøèíû), è âñåõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ 
âåðøèíó ñ òî÷êàìè îñíîâàíèÿ.

A
1
A

11 2
…An — îñíîâàíèå ïèðàìèäû; ΔSA

1
A

11 2
, ΔSA

2
A

22 3
, …, ΔSAnA1

— áîêîâûå 
ãðàíè; S — âåðøèíà ïèðà ìèäû.

Âûñîòîé ïèðàìèäû íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé èç åå âåð-
øèíû ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ.
SO — âûñîòà ïèðàìèäû.

Правильная пирамида
Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè åå îñíîâà íèå — ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, à îñíîâà-

íèå âûñîòû (ïðîåêöèÿ âåðøèíû) ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Îñüþ ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ âû ñîòó.
Àïîôåìîé íàçûâàåòñÿ âûñîòà áîêîâîé ãðàíè ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû, ïðî-

âåäåííàÿ èç åå âåðøèíû.
SD ⊥ AB, SD — àïîôåìà ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC.
Çàìå÷àíèå. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó ïèðàìèäû ñ ñåðåäèíîé ðåáðà 

îñíîâàíèÿ, — àïîôåìà. Âñå àïîôåìû ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ðàâíû.

Íåêîòîðûå âèäû ïðàâèëüíûõ ïèðàìèä

ΔÀÂÑΔΔ — ïðàâèëüíûé. Î — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, âûñîò, áèññåêòðèñ, 
öåíòð âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé.

R AO
a

= =
3

3
; r OM

a
= =

3

6
;

S
a

ABCΔ =
2 3

4
.

×åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà
ABCD — êâàäðàò. Î — òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, öåíòð âïèñàííîé 

è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé.

R OC
a

= =
2

2
; r OM

a
= =

2
;

SABCDS = a2.
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Øåñòèóãîëüíàÿ ïèðàìèäà

ABCDEF — ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê. Î — öåíòð âïèñàííîé è îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòåé.

R = a; r
a

=
3

2
; S

a
ABCDEF =

3 3

4

2

. 

 Сечение пирамиды плоскостью. Усеченная пирамида. Площадь боковой 
и полной поверхностей пирамиды. Объем пирамиды
Ñå÷åíèå ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ

Äèàãîíàëüíûì ñå÷åíèåì ïèðàìèäû íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèå, êîòîðîå ïðîõî-
äèò ÷åðåç äâà áîêîâûõ ðåáðà, íå ëåæàùèõ â îäíîé ãðàíè.

Ñå÷åíèå ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ, — ìíîãîóãîëü-
íèê, ïîäîáíûé ìíîãîóãîëüíèêó îñíîâàíèÿ.

Ñå÷åíèå ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó, — òðåóãîëü-
íèê.

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû

SABCD — ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà.
AB = BC = CD = DA = a — ñòîðîíà îñíîâàíèÿ.
∠CDA = ∠A DAB = ∠ABC∠∠ = ∠BCD = 90°.
SA = SB = SC = SD = l — áîêîâîå ðåáðî.
SO = H — âûñîòà; SK = k — àïîôåìà.
∠SKO = α — ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà ïðè îñíîâàíèè (óãîë íàêëî-

íà áîêîâîé ãðàíè  ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ).
∠SAO = β — óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà ê ïëîñ êîñòè îñíîâàíèÿ. Âñå áî-

êîâûå ðåáðà ðàâíû  è îäèíàêîâî íàêëîíåíû ê îñíîâàíèþ.
∠DSC = γ — ïëîñêèé óãîë ïðè âåðøèíå áîêîâîé ãðàíè.
AO = R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ.
OK = r — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â îñíîâàíèå.r
ON ⊥ SC, ∠BND = ϕ —  ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå SC.
ΔSAB = ΔSBC = ΔSCD = ΔSAD; áîêîâûå ãðàíè — ðàâíûå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå 

îäèíàêîâî íàêëîíåíû ê îñíîâàíèþ.

Îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû

1. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü:

S P l
n

alбок осн. .= ⋅ =
1

2 2
  èëè S

S
бок

осн
.

.

cos
=

α
,

∠SKO = α —  óãîë íàêëîíà áîêîâîé ãðàíè ê îñíîâàíèþ.
2. Ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü:

S S S
n

al Sполн бок осн осн. . .= + = +. 2
.

3. Îáúåì:

V S H= ⋅
1

3 осн. .
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Ï ð è ì å ð .  Ðàññòîÿíèå îò îñíîâàíèÿ âûñîòû ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû äî åå áî-
êîâîãî ðåáðà ðàâíî à, à áîêîâîå ðåáðî ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë β. Íàéäèòå áîêîâîå 
ðåáðî ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå. SO ⊥ (ABCD(( ), OC — ïðîåêöèÿ áîêîâîãî ðåáðà íà ïëîñêîñòü îñ-
íîâàíèÿ.

∠SCO = β.
Ïðîâåäåì OM ⊥ SC. OM — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Î äî áîêîâîãî ðåáðà SC. 

OM =M a.

Èç ΔOMC (∠OMC = 90°): OC
OM

SCO

a
=

∠
=

sin sin
.

β

Òàê êàê ÎÑ ëåæèò â ïëîñêîñòè ÀÂÑD, à SO ⊥ (AB(( CD), òî SO ⊥ OC. Èç ΔSOC (∠SOC = 90°): 

SC
OC

SCO

a a
=

∠
= =

cos sin cos sin
.

β β β
2

2

Îòâåò:
2

2

a

sin
.

β

Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó óãëàìè â ïðàâèëüíîé ï-óãîëüíîé ïèðàìèäå

α — óãîë ìåæäó áîêîâûì ðåáðîì è ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ;
β — óãîë ìåæäó áîêîâîé ãðàíüþ è ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ;
γ — óãîë ìåæäó ñìåæíûìè áîêîâûìè ðåáðàìè;
ϕ — óãîë ìåæäó ñìåæíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè.

Óãëû Ñîîòíîøåíèÿ Ñâÿçè ìåæäó óãëàìè Îáëàñòü èçìåíåíèÿ óãëîâ

α; ϕ sin α
ϕ π

= ⋅ctg ctg
2 n

α; γ cos
sin

sin
α

γ

π
= 2

n

γ < π − 2α
0

2
< <α

π

α; β tg tgα β
π

= ⋅cos
n

α < β 0
2

< <β
π

β; γ cos β
γ π

= ⋅tg ctg
2 n

0
2

< <γ
π

n

β; ϕ sin
cos

sin
β

ϕ

π
= 2

n

ϕ > π − 2β
π

π
ϕ π− < <

2

n

γ; ϕ cos
cos sin

cos
ϕ

π γ

γ
=

− −2

2

2

2

2

n
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Óñå÷åííàÿ ïèðàìèäà

Óñå÷åííîé ïèðàìèäîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé îòñåêàåòñÿ îò ïèðàìèäû ïëîñêîñ-
òüþ, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ è ïåðåñåêàþùåé áîêîâûå ðåáðà, à òàêæå ðàçìåùåí ìåæ-
äó ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ è ïëîñêîñòüþ ñå÷åíèÿ.

A
1
A

11 2
…An è B

1
B

2
…Bn — îñíîâàíèÿ óñå÷åííîé ïèðàìèäû;

A
1
A

11 2
B

2
B

1
, A

2
A

22 3
B

3
B

2
, …, AnA1

B
1
Bn — áîêîâûå ãðàíè;

A
1
B

1
, A

2
B

2
, …, AnBn — áîêîâûå ðåáðà.

Âûñîòîé óñå÷åííîé ïèðàìèäû íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåííûé 
èç êàêîé-ëèáî òî÷êè ïëîñêîñòè îäíîãî îñíîâàíèÿ ê ïëîñêîñòè äðóãîãî îñ-
íîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèÿ.
1. Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèþ ïèðàìèäû, ïåðåñåêàÿ åå, îòñåêàåò 

ïîäîáíóþ ïèðàìèäó.
2. Âñå áîêîâûå ãðàíè óñå÷åííîé ïèðàìèäû — òðàïåöèè.

Ïðàâèëüíàÿ óñå÷åííàÿ ïèðàìèäà

Óñå÷åííàÿ ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè îíà ïîëó÷åíà ïåðåñå-
÷åíèåì ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé åå îñíîâàíèþ.

Ñâîéñòâà ïðàâèëüíîé óñå÷åííîé ïèðàìèäû
1. Îñíîâàíèÿ — ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè.
2. Áîêîâûå ãðàíè — ðàâíûå ðàâíîáîêèå òðàïåöèè.
3. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû îñíîâàíèé, — âûñîòà (ÎÎ

1
— âûñîòà).

4. Âûñîòà áîêîâîé ãðàíè íàçûâàåòñÿ àïîôåìîé (ÌÌ
1
— àïîôåìà).

Îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ ïðàâèëüíîé óñå÷åííîé ïèðàìèäû

1. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè:

S
P P

lбок. =
+

⋅1 2

2
,

ãäå Ð
1
, Ð

2
 — ïåðèìåòðû îñíîâàíèé, l — àïîôåìà.

2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè:

S S S Sполн бок осн осн. . . .= + +
1 2

,

ãäå Sосн.1
è Sосн.2

 — ïëîùàäè îñíîâàíèé.

3. Îáúåì ïðîèçâîëüíîé óñå÷åííîé ïèðàìèäû:

V H S S S S= + ⋅ +( )1

3 1 1 2 2осн осн осн осн. . . . ,

ãäå Í — âûñîòà ïèðàìèäû.
Ðåøàÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò óñå÷åííûå ïèðàìèäû, ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü ïðè ïðîâå-

äåíèè âû÷èñëåíèé ôðàãìåíòû ñå÷åíèé ïèðàìèäû.
1. Ôðàãìåíò ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç áîêîâîå ðåáðî è öåíòðû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ îêî-

ëî îñíîâàíèé.

O
1
O

2
= H,
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O
1
A

11 1
= R

1
è O

2
A

22 2
= R

2
 — ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé;

KA
2
 = R

2
− R

1
,

∠A∠∠
2
— óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà ê ïëîñêîñòè íèæíåãî îñíîâàíèÿ.

2. Ôðàãìåíò ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç öåíòðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â îñíîâàíèÿ (r
1
è r

2
).

O
1
O

2
= H,

O
1
K

1
= r

1
è O

2
K

2
= r

2
— ðàäèóñû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

K
2
D = r

2
− r

1
,

∠K
2
 — ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà ïðè íèæíåì îñíîâàíèè.

Ï ð è ì å ð  2. Ñòîðîíû îñíîâàíèé ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé óñå÷åííîé ïèðàìèäû — 4 äì è 1 äì. 
Áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 2 äì. Íàéäèòå âûñîòó ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå. Â ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ ABC è A
1
B

1
C

1
O è Î

1
— öåíòðû, à ÎÑ è Î

1
Ñ

1
— ðàäèóñû 

îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, òîãäà

OC
AB

= =
3

3

4 3

3
; O C

A B
1 1

1 1 3

3

3

3
= = .

Ïðîâåäåì C
1
P ⊥ (ABC(( ), C

1
P = OO

1
 — âûñîòà ïèðàìèäû.

PC OC O C= − = − = =1 1

4 3

3

3

3

3 3

3
3.

Èç ΔC
1
PC (∠C

1
PC = 90°): C P C C PC1

2
1

2 2 2 22 3 1= − = − =( ) ;

1
P = 1.

Îòâåò: 1 äì.

Угол между прямой и плоскостью
Ï ð è ì å ð . Àïîôåìà ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà l è íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè 

îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì α. Íàéäèòå ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû.

�

. Ïóñòü SABC — ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà, ó êîòîðîé SK ⊥ AB, 
SK = l, ∠SKO = α, SO ⊥ (ABC(( ). Èç ΔSOK: 

OK = SK ∙ cos ∠SKO = l cosl α. 

Òàê êàê OK AB= 1

2
, òî 

AB = 2 ∙ OK = 2l cos α
è òîãäà S

îñí
= AB2 = 4l2 cos2 α, 
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S
S l

láîê
îñí= = =

cos

cos

cos
cos .

α
α

α
α

4
4

2 2
2

S
îñí

 = S
áîê

+ S
îñí

= 4l2 cos α + 4l2 cos2 α = 4l2 cos α(1 + cos α).
Îòâåò: 4l2 cos α(1 + cos α).

Угол между плоскостями
Ï ð è ì å ð . Ñòîðîíû îñíîâàíèé ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé óñå÷åííîé ïèðàìèäû ðàâíû à è b

(a > b), óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè áîêîâîé ãðàíè è îñíîâàíèÿ ðàâåí ϕ. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîëíîé 
ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû.

A

A

C

ϕ
O

K

C

F K

B

O B
 Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCA

1
B

1
C

1
— ïðàâèëüíàÿ óñå÷åííàÿ ïèðàìèäà , â êîòî-

ðîé AB = a, A
1
B

1
= b. Ïðîâåäåì AK ⊥ CB, A

1
K

1
⊥ C

1
B

1
, òîãäà ∠K

1
KA = ϕ.

S
a

ABCΔ =
2 3

4
, S

b
A B CΔ 1 1 1

2 3

4
= .

ΔABCΔΔ , ΔAΔΔ
1
B

1
C

1
— ïðàâèëüíûå ⇒ =OK

a

2 3
, O K

b
OF1 1

2 3
= = ,  òîãäà

FK OK OF
a b= − = −
2 3

, KK
a b

1
2 3

= −
cos ϕ

è, çíà÷èò, S
a b a b a b

áîê = + ⋅ − = −3 3

2 2 3

3

4 3

2 2

cos

( )

cos
,

ϕ ϕ

S
a b a b a b

a bïîëí =
−

+ + =
−

+ +
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
=

3

4 3

3

4

3

4

3

4

2 2 2 2 2 2
2 2( )

cos cosϕ ϕ

= + − − = −⎛
⎝

3

4
1 1

3

4
2

2
2

2
2 2 2 2 2 2

cos
( ( cos ) ( cos ))

cos
cos sin

ϕ
ϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ

a b a b⎜⎜
⎞
⎠⎟

=

= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3

2 2 2
2 2 2 2

cos
cos sin .

ϕ
ϕ ϕ

a b

Îòâåò: 3

2 2 2
2 2 2 2

cos
cos sin .

ϕ
ϕ ϕ

a b−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Угол между скрещивающимися прямыми

Ï ð è ì å ð .  Äîêàæèòå, ÷òî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ðåáðà ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ïåðïåí-
äèêóëÿðíû.

�

�

Ðåøåíèå. Ïóñòü SABC — ïðàâèëüíàÿ òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà. 
SO ⊥ (ABC(( ). Äîêàæåì, ÷òî CB ⊥ AS. Ïðîâåäåì AK ⊥ CB è C

1
B

1
| CB, 

òîãäà AK ⊥ C
1
B

1
 è, ñîãëàñíî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ, AS ⊥

⊥ C
1
B

1
, çíà÷èò, ïðÿìûå ÑÂ è AS ïåðïåíäèêóëÿðíû: CB ⊥ AS.

 Расстояние между скрещивающимися прямыми

Ï ð è ì å ð . Äàí òåòðàýäð ABCD, äëèíà êàæäîãî ðåáðà êîòîðîãî ðàâíà à. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå 
ìåæäó ïðÿìûìè AD è ÂÑ.
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�
�




Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD — ïðàâèëüíûé òåòðàýäð. Ïðîâåäåì AO ⊥ (BCD), ïîñ-
êîëüêó AB = AD = AC, òî Î — öåíòð ΔBCD. Ïðîâåäåì DF ⊥ BC, òîãäà AF ⊥
⊥ BC (ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ) è, çíà÷èò, (AFD(( ) ⊥ BC. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ÂÑ è AD ðàâíî ðàññòîÿíèþ FK, ãäå 

FK ⊥ AD. Ó÷òåì, ÷òî AF FD
a= = 3

2
, AK KD

a
= =

2
.

Èç ΔFKD: FK FD DK
a a a= − = − =2 2

2 23

4 4 2
.

Îòâåò:
a

2
.

5.5.3. Правильные многогранники. Сечение плоскостью. Площадь боковой 
и полной поверхностей. Объем

Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè âñå åãî ãðàíè — ðàâíûå äðóã äðóãó ïðàâèëüíûå 
ìíîãîóãîëüíèêè, ê êàæäîé âåðøèíå ïðèìûêàåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ãðàíåé è äâóãðàííûå óã-
ëû ìåæäó ñìåæíûìè ãðàíÿìè îäèíàêîâû.

Ñóùåñòâóåò ðîâíî ïÿòü ïðàâèëüíûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ (èõ íàçûâàþò òåëàìè Ïëàòîíà). 
Ýòî òåòðàýäð, ãåêñàýäð (êóá), îêòàýäð, äîäåêàýäð, èêîñàýäð.

Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè

Íàçâàíèå, îáùèé âèä Âèä îñíîâàíèÿ
Êîëè÷åñòâî

ãðàíåé
Êîëè÷å ñòâî 

âåðøèí
Êîëè÷å ñòâî 

ðåáåð

Òåòðàýäð

4 4 6

Ãåêñàýäð (êóá)

6 8 12

Îêòàýäð

8 6 12

Èêîñàýäð

20 12 30



Íàçâàíèå, îáùèé âèä Âèä îñíîâàíèÿ
Êîëè÷åñòâî

ãðàíåé
Êîëè÷å ñòâî 

âåðøèí
Êîëè÷å ñòâî 

ðåáåð

Äîäåêàýäð

12 20 30

Таблица параметров правильных многогранников
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
à — ðåáðî ìíîãîãðàííèêà;
ϕ

1
— óãîë, ïîä êîòîðûì ðåáðî ìíîãîãðàííèêà âèäíî èç öåíòðà îïèñàííîé ñôåðû;

ϕ — óãîë ìåæäó ñìåæíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè;
R — ðàäèóñ îïèñàííîãî øàðà, r — ðàäèóñ âïèñàííîãî øàðà;r
S — ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè;
V — îáúåì.V

Ïàðàìåòðû Òåòðàýäð Êóá Îêòàýäð Äîäåêàýäð Èêîñàýäð

cos ϕ
1

−
1

3

1

3 0
5

3

1

5

cos ϕ
1

3
0 −

1

3
−

1

5
−

5

3

R
a 6

4

a 3

2

a 2

2

a 3 1 5

4

( )+ a 10 2 5

4

+

r
a 6

12

a

2
a 6

6
a 250 110 5

20

+ a 3 3 5

12

( )+

S a2 3 6a2
2 32a 3 25 10 52a + 5 32a

Ñóììà ïëîñêèõ 
óãëîâ ïðè âåðøèíå 180° 270° 240° 324° 300°

V
a3 2

12
a3

a3 2

3

a3 15 7 5

4

( )+ 5 3 5

12

3a ( )+
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 5.5.
«Многогранники»

5.5.1. Призма

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â17 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Ñêîëüêî äèàãîíàëåé ìîæíî ïðîâåñòè â 5-óãîëüíîé ïðèçìå?

Â2. Íàéäèòå ñóììó ïëîñêèõ óãëîâ 6-óãîëüíîé ïðèçìû.

Â3. Íàéäèòå ñóììó âñåõ äâóãðàííûõ óãëîâ 3-óãîëüíîé ïðèçìû.

Â4. Äèàãîíàëü ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíà 4 è íàêëîíåíà ê ïëî-
ñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì 45°. Íàéäèòå ïëîùàäü äèàãîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ.

Â5. Ðåáðî êóáà ðàâíî 2 2. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò äèàãîíàëè êóáà ê áîêîâîìó 

ðåáðó, êîòîðîå íå ïåðåñåêàåò åå.

Â6. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êóáà, åñëè ïëîùàäü äèàãîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ 

êóáà ðàâíà 2.

Â7. Íàéäèòå îáúåì êóáà, åñëè ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êóáà ðàâíà 24.

Â8. Íàéäèòå îáúåì íàêëîííîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû, åñëè ïëîùàäü áîêîâîé ãðàíè 
ðàâíà 10, à ðàññòîÿíèå îò ýòîé ãðàíè äî ïðîòèâîïîëîæíîãî ðåáðà ðàâíî 4.

Â9. Äèàãîíàëü áîêîâîé ãðàíè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíà 2 ñì è îáðà-
çóåò ñ áîêîâûì ðåáðîì óãîë 45°. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè 
ïðèçìû.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9
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Â10. Áîêîâîå ðåáðî íàêëîííîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíî 6 ñì, äâå áîêîâûå ãðàíè 
åå âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è èìåþò ïëîùàäè 24 ñì2 è 30 ñì2. Íàéäèòå 
îáúåì ïðèçìû.

Â11. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíà 2, áîêîâîå ðåá-

ðî ðàâíî 3. Íàéäèòå îáúåì ïðèçìû.

Â12. Íàéäèòå âûñîòó ïðèçìû, åñëè îñíîâàíèå ïðÿìîé ïðèçìû — ïðÿìîóãîëüíûé 
òðåóãîëüíèê, äèàãîíàëè áîêîâûõ ãðàíåé ïðèçìû ðàâíû 4 ñì, 7 ñì è 8 ñì.

Â13. Îñíîâàíèå ïðÿìîé ïðèçìû — ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíîé 8 ñì è äèàãîíàëüþ 
10 ñì. Áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 10 ñì. Íàéäèòå ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü ïðèçìû.

Â14. Îñíîâàíèå ïðÿìîãî ïàðàëëåëåïèïåäà — ðîìá ñ îñòðûì óãëîì 60° è áîëüøåé 

äèàãîíàëüþ 6 3. Ìåíüøàÿ äèàãîíàëü ïàðàëëåëåïèïåäà îáðàçóåò ñ ïëîñêî-

ñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë 45°. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïàðàëëåëå-
ïèïåäà.

Â15. Áàññåéí èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ðàçìåðû äíà êîòîðî-
ãî 5×20 ì, ãëóáèíà — 3 ì. Íàéäèòå âðåìÿ (â ìèíóòàõ), çà êîòîðîå áàññåéí 
íàïîëíèòñÿ âîäîé íà âûñîòó 2,8 ì, åñëè ñêîðîñòü ïîäà÷è âîäû 7 ì3/ìèí.

Â16. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, äëèíû ðåáåð êîòîðîãî ðàâíà 5 ñì, 7 ñì è 9 ñì, 
ñîñòàâëåí èç êóáèêîâ, äëèíà ðåáðà êîòîðûõ ðàâíà 1 ñì. Ñêîëüêî ïðèäåòñÿ 
óäàëèòü êóáèêîâ, ÷òîáû óáðàòü âåñü âíåøíèé ñëîé òîëùèíîé â îäèí êóáèê?

Â17. Ïëîùàäè ãðàíåé ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíû 20 ñì2, 24 ñì2

è 30 ñì2. Íàéäèòå îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà.

Â18. Äëÿ îòîïèòåëüíîé ñèñòåìû äîìà íóæíû ðàäèàòîðû èç ðàñ÷åòà òðè ðàäèàòîðà 
íà 5 ì3. Êàêîå êîëè÷åñòâî ðàäèàòîðîâ íóæíî çàêàçàòü, åñëè íîâûé äîì èìååò 
ôîðìó ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ðàçìåðàìè 15 ì, 18 ì è 25 ì?

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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5.5.2. Пирамида

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Íàéäèòå âûñîòó ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, åñëè ñòîðîíà îñíîâàíèÿ 
ðàâíà 6 ñì, à áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü âäâîå áîëüøå ïëîùàäè îñíîâàíèÿ.

Â2. Íàéäèòå âûñîòó ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé óñå÷åííîé ïèðàìèäû, åñëè ñòî-
ðîíû åå îñíîâàíèÿ ðàâíû 6 ñì è 3 ñì, à áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ðàâíîâåëèêà 
ñóììå îñíîâàíèé.

Â3. Íàéäèòå îáúåì (V) ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé óñå÷åííîé ïèðàìèäû, åñëè VV
áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 3 ñì, ñòîðîíû îñíîâàíèé ðàâíû 5 ñì è 1 ñì. Â îòâåò çà-
ïèøèòå çíà÷åíèå 3V.

Â4. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, 
åñëè ïëîñêèé óãîë ïðè âåðøèíå ðàâåí 90°, à ðàäèóñ îêðóæíîñòè îïèñàííîé 
âîêðóã åå áîêîâîé ãðàíè, ðàâåí 6.

Â5. Áîêîâûå ðåáðà òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíû 3 ñì, 4 ñì è 5 ñì è âçàèìíî 
ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû.

Â6. Íàéäèòå âûñîòó ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, åñëè ñòîðîíà îñíîâàíèÿ 
ðàâíà 3, à áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 2.

Â7. Îñíîâàíèå ïèðàìèäû — ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, ó êîòîðîãî îñíîâàíèå 
6 ñì, âûñîòà 9 ñì, áîêîâûå ðåáðà ïèðàìèäû ðàâíû ìåæäó ñîáîé è êàæäîå 
ðåáðî ðàâíî 13 ñì. Íàéäèòå âûñîòó ïèðàìèäû.

Â8. Àïîôåìà ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà 2 34 è ñîñòàâëÿåò ïîëîâè-

íó ñòîðîíû îñíîâàíèÿ. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, êîòîðîå ïðîõîäèò ÷åðåç 
äâå àïîôåìû.

Â9. Íàéäèòå âûñîòó ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé óñå÷åííîé ïèðàìèäû, åñëè ñòîðîíû 
îñíîâàíèé ðàâíû 8 ñì è 5 ñì, à óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà ê áîëüøåìó îñ-
íîâàíèþ ðàâåí 60°.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9
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Â10. Îñíîâàíèå ïèðàìèäû — ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, îñíîâàíèå êîòîðîãî 
ðàâíî 12 ñì, áîêîâàÿ ñòîðîíà — 10 ñì. Áîêîâûå ãðàíè îáðàçóþò ñ îñíîâàíèåì 
äâóãðàííûå óãëû â 45°. Íàéäèòå âûñîòó ïèðàìèäû.

Â11. Â ïèðàìèäå ñå÷åíèå, ïàðàëëåëüíîå îñíîâàíèþ, äåëèò âûñîòó â îòíîøåíèè 
2 : 3 (ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû). Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà 
ìåíüøå ïëîùàäè îñíîâàíèÿ íà 84 ñì2.

Â12. Íàéäèòå îáúåì ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû, äèàãîíàëü îñíîâà-

íèÿ êîòîðîé ðàâíà 8 2  ñì, àïîôåìà ïèðàìèäû ðàâíà 5 ñì.

Â13. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà 6. Íàéäèòå 
ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü, åñëè óãîë ìåæäó àïîôåìîé è âûñîòîé ïèðàìèäû ðàâåí 
30°.

Â14. Âû÷èñëèòå îáúåì ìíîãîãðàííèêà, âñå âåðøèíû êîòîðîãî ëåæàò â öåíòðàõ 
ãðàíåé ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ðàçìåðû êîòîðîãî 3, 4 è 5.

Â15. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà 6, à áîêî-
âàÿ ãðàíü íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì 60°. Íàéäèòå ïëîùàäü 
ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû.

Â16. Â îñíîâàíèè ïèðàìèäû ëåæèò òðåóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 5, 6 è 8, à âñå áîêî-
âûå ðåáðà ïèðàìèäû íàêëîíåíû ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì 45°. Âû-
÷èñëèòå îáúåì ïèðàìèäû.

Â17. Îáúåì ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû SABCD ðàâåí 6. Òî÷êà K — 
ñåðåäèíà ðåáðà SC. Íàéäèòå îáúåì ïèðàìèäû KBCD.

Â10

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17
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5.6. Тела вращения

��

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå ïðÿìóþ l è íåêîòîðóþ ïëîñêóþ ôèãóðó F, 
êîòîðàÿ ëåæèò â îäíîé ïëîñêîñòè ñ ïðÿìîé l. Êàæäàÿ òî÷êà ôèãóðû F áóäåò 
îïèñûâàòü ïðè âðàùåíèè âîêðóã ïðÿìîé l îêðóæíîñòü èëè ëåæàòü íà ýòîé 
ïðÿìîé. Îáúåäèíåíèå âñåõ òàêèõ îêðóæíîñòåé è òî÷åê ôèãóðû F, ëåæàùèõ 
íà ïðÿìîé l, íàçûâàåòñÿ ôèãóðîé âðàùåíèÿ, à ïðÿìóþ l íàçûâàþò îñüþ 
âðàùåíèÿ.

Íàïðèìåð: ïðÿìîé êðóãîâîé öèëèíäð, êîíóñ, øàð — ôèãóðû âðàùåíèÿ, 
ïîëó÷åííûå âðàùåíèåì ïðÿìîóãîëüíèêà, ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, 
êðóãà îòíîñèòåëüíî îäíîé ñòîðîíû, îäíîãî êàòåòà, îäíîãî äèàìåòðà ñîîò-
âåòñòâåííî.

�� �

5.6.1. Прямой круговой цилиндр

Öèëèíäðîì (êðóãîâûì öèëèíäðîì) íàçûâàåòñÿ òåëî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ êðóãîâ (îñíîâàíèé öè-
ëèíäðà), êîòîðûå íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè è ñîâìåùàþòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, è âñåõ 
îòðåçêîâ, êîòîðûå ñîåäèíÿþò ñîîòâåò ñòâóþùèå òî÷êè ýòèõ êðóãîâ.

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè îêðóæíîñòåé îñíîâàíèé öèëèíäðà, íàçûâàþò 
îáðàçóþùèìè öèëèíäðà.

AA
1

= L — îáðàçóþùàÿ öèëèíäðà.
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Ïðÿìûì êðóãîâûì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ öèëèíäð, îáðàçóþùèå êîòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíû 
ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ (äàëåå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïðÿìûå êðóãîâûå öèëèíäðû, è ïîä ñëîâîì 
«öèëèíäð» ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îíè).

Òî÷êè Î è Î
1
 — öåíòðû îêðóæíîñòåé — îñíîâàíèé öèëèíäðà, ÎÎ

1
— îñü öèëèíäðà.

Âûñîòà öèëèíäðà Í — äëèíà åãî îáðàçóþùåé èëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè îñíîâàíèé, 
L = H.

Ðàäèóñîì öèëèíäðà íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ åãî îñíîâàíèÿ.
Öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òåë âðàùåíèÿ, ò. ê. ìîæåò áûòü ïîëó÷åí âðàùåíèåì ïðÿìîóãîëü-

íèêà îêîëî îäíîé èç åãî ñòîðîí.

 Сечение цилиндра плоскостью. Площадь боковой и полной поверхности цилиндра. Объем цилиндра
Ñâîéñòâà öèëèíäðà
1. Îñíîâàíèÿ öèëèíäðà — ðàâíûå êðóãè, êîòîðûå ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.
2. Îáðàçóþùèå öèëèíäðà ïàðàëëåëüíû, ðàâíû è ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ.
3. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû îñíîâàíèé öèëèíäðà, ðàâåí îáðàçóþùåé (âûñîòå).
4. Ñå÷åíèå öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñè, — ïðÿìîóãîëüíèê.
5. Ñå÷åíèå öèëèíäðà, êîòîðîå íå ïåðåñåêàåò îñíîâàíèÿ è íå ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèÿì, — ýë-

ëèïñ.

Ñå÷åíèå öèëèíäðà ïëîñêîñòÿìè
1. ABCD — îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà (ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç îñü 
ÎÎ

1
).

ABCD — ïðÿìîóãîëüíèê, ãäå AD = d
îñí.

= 2R; AB = H.
Åñëè ABCD — êâàäðàò, òî öèëèíäð íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì.

2. Ñå÷åíèå öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñè.
KLMN — ïðÿìîóãîëüíèê; 
(KLM) || OO

1
.

KL = MN =N L — îáðàçóþùèå öèëèíäðà; OM =M OL = R — ðàäèóñ öèëèíäðà, 
OD — ðàññòîÿíèå îò îñè öèëèíäðà äî ñåêóùåé ïëîñêîñòè.

3. Ñå÷åíèå öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèÿì.
Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèÿì, ïåðåñåêàåò åãî áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü 
ïî îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ðàâíà îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ:

R
ñå÷.

= R
öèë.
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Îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ öèëèíäðà

Äëÿ öèëèíäðà ñ ðàäèóñîì R è âûñîòîé Í:
1. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè: 

S
áîê.

= 2πRH.
2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè:

S
ïîëí.

= S
áîê.

+ 2S
îñí.

= 2πRH + 2πR2 = 2πR(H + R).
3. Îáúåì: 

V = πV R2H.

Ðàçâåðòêà öèëèíäðà

Åñëè ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ðàçðåçàòü ïî îáðàçóþùåé è îêðóæíîñòÿì îñíîâàíèé è ðàçâåðíóòü 
åå òàê, ÷òîáû áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü âìåñòå ñ îñíîâàíèÿìè ëåæàëà â îäíîé ïëîñêîñòè, òî íà ýòîé 
ïëîñêîñòè ïîëó÷èòñÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàç âåðòêîé öèëèíäðà.

Îíà ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíèêà è äâóõ êðóãîâ (îñíîâàíèé öèëèíäðà).

.  Â öèëèíäðå ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ðàâíà Q, à ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ ðàâíà S. Íàé-
äèòå ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü S
îñí.

 = Q è SABCDS  = S.
Îáîçíà÷èì OA = R è AD = H, òîãäà S

ïîëí.
= 2πR(H + R). Íî, ñîãëàñíî óñëî-

âèþ 2RÍ = S, S
áîê.

 = 2πRH, òîãäà S
áîê.

 = πS.
Òîãäà S

ïîëí.
 = S

áîê.
+ 2Q = πS + 2Q.

Îòâåò: πS + 2Q.

Угол между прямой и плоскостью
Ï ð è ì å ð .  Ïàðàëëåëüíî îñè öèëèíäðà, ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ðàâíà Q, ïðîâå-

äåíà ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü. Äèàãîíàëü îáðàçîâàííîãî ñå÷åíèÿ íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä 
óãëîì β. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, åñëè îòðåçîê, êîòîðûé ñîåäèíÿåò öåíòð îñíîâàíèÿ öèëèíäðà 
ñ òî÷êîé îêðóæíîñòè âòîðîãî îñíîâàíèÿ, íàêëîíåí ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì α.

Ðåøåíèå. Ïóñòü AA
1
B

1
B — äàííîå ñå÷åíèå, ÎÎ

1
— îñü öèëèíäðà, òîãäà 

S
áîê

 = Q, ∠A∠∠
1
BA = β, ∠O

1
A

11 1
O = α. Ïóñòü R — ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà, 

Òîãäà èç ΔO
1
A

11 1
O: H = OO

1
= R tg α.

Òàê êàê Q = 2πRH = 2πR2 tg α, òî R
Q Q2

2 2
= =

π α
α

πtg

ctg
.

Èç ΔABAΔΔ
1
: AB = AA

1
 ∙ ctg β = OO

1
ctg β = R tg α ctg β.

S AB AA R
Q Q

ABB A1 1
2 2 2

2 2
= ⋅ = = ⋅ =tg ctg

tg
tg ctg

tg ctgα β
π α

α β α β
π

.

Îòâåò:
Q tg ctgα β

π2
.
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Угол между плоскостями
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��




�

�




�

�

Ï ð è ì å ð . Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð íèæíåãî îñíîâàíèÿ öèëèí-
äðà ïîä óãëîì α ê îñíîâàíèþ, ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå ïî õîðäå, ðàâíîé h
è ñòÿãèâàþùåé äóãó β. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç Î è CD, òîãäà îíà ïåðå-
ñåêàåò íèæíåå îñíîâàíèå ïî äèàìåòðó ÀÂ. Ïóñòü OF ⊥ AB, CM = MD, 
O

1
M ⊥ CD, òîãäà ∠MOF = ∠O

1
MO = α, CD = h, ∠CO

1
D = β. Ïëîùàäü áîêî-

âîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà S = 2πRH, ãäå R = O
1
C, H = OO

1
. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

CM CD
h= =1

2 2
, ∠ = ∠ =CO M CO D1 1

1

2 2

β
.

Èç ΔO
1
CM: O C

CM
CO M

h
1

1 2
2

=
∠

=
sin sin

;β

O M CM CO M
h

1 1 2 2
= ∠ =ctg ctg

β
.

ΔOO
1
M: OO O M O MO

h
1 1 1 2 2

= ∠ =tg ctg tg
β α.

Òîãäà S
h h h

= ⋅ ⋅ =2
2

2
2 2

2

2
2

2

π β
β α

π β α

β
sin sin

.ctg tg
ctg tg

Îòâåò:
π β α

β

h2

2

2
2

ctg tg

sin
.

Угол между скрещивающимися прямыми
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��




�




�
�

Ï ð è ì å ð . Êîíöû îòðåçêà ëåæàò íà îêðóæíîñòÿõ îñíîâàíèé ðàâíîñòîðîí-
íåãî öèëèíäðà (îñåâîå ñå÷åíèå — êâàäðàò), óãîë ìåæäó ðàäèóñàìè, ïðîâå-
äåííûìè â êîíöû îòðåçêà, ðàâåí α. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ýòèì îòðåçêîì è 
îñüþ öèëèíäðà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ÎÎ
1
 — îñü öèëèíäðà, ÀÂ — äàííûé îòðåçîê. Óãîë ìåæäó 

ðàäèóñàìè ÎÀ è Î
1
Â ðàâåí óãëó CO

1
B, ò. å. ∠CO

1
B = α. Èñêîìûé óãîë ìåæ-

äó îòðåçêîì ÀÂ è îñüþ ÎÎ
1
 ðàâåí óãëó ABD. Ïðîâåäåì O

1
K ⊥ BC.

Èç ΔCO
1
K:

CK CO CO K CO CO B CO= ⋅ ∠ = ∠⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=1 1 1 1 1
1

2 2
sin sin sin .

α

Òàê êàê CB CK CO= =2 2
21 sin ,
α

 òî AD CO= 2
21 sin .
α

Èç ΔABCΔΔ , ó÷èòûâàÿ, ÷òî DB = 2CO
1
, èìååì:

tg ∠ = = =ABD
AD
BD

CO

CO

2
2

2 2

1

1

sin
sin ,

α
α

çíà÷èò,

∠ = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

ABD arctg sin .
α
2

òâåò: arctg sin .
α
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

5.6. Тела вращения
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Расстояние между скрещивающимися прямыми
Ï ð è ì å ð . Îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó îêðóæíîñòè âåðõíåãî 

îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ñ òî÷êîé îêðóæíîñòè íèæíåãî îñíîâàíèÿ, ðàâåí l è
ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë α. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ýòîé 
ïðÿìîé äî îñè öèëèíäðà, åñëè îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà — êâàäðàò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü AB
1
= l, ∠B

1
AB

11
= α.

Èç ΔB
1
BA èìååì: BB

1
= AB

1
⋅ sin ∠B

1
AB

11
= l sin α.

AB = AB
1
cos ∠B

1
AB

11
 = l cos α, òîãäà OB OA

l= =
2

sin ,α AM
l=
2

cos .α

Èç ΔOMA:

OM OA AM
l l l= − = − = −2 2
2

2
2

2

4 4 2
2sin cos cos .α α α

Òàê êàê OO
1
|| BB

1
, òî OO

1
|| (ABB((

1
), è, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé ÀÂ

1
 äî îñè ÎÎ

1
 ðàâíî ðàñ-

ñòîÿíèþ îò ïëîñêîñòè ABB
1

äî îñè ÎÎ
1
, à ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè ÀÂÂ

1
äî ïðÿìîé ÎÎ

1
ðàâíî 

äëèíå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Î íà ïëîñêîñòü ÀÂÂ
1
, ò. å. OM

l= −
2

2cos .α

Îòâåò: 
l
2

2− cos .α

Расстояние от точки до прямой

�

�




�




�

�

Ï ð è ì å ð . Âûñîòà öèëèíäðà Í, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ R. Êîíöû äàííîãî îòðåç-
êà ëåæàò íà îêðóæíîñòÿõ îáîèõ îñíîâàíèé, äëèíà îòðåçêà ðàâíà l. Íàéäèòå 
ðàññòîÿíèå îò ýòîãî îòðåçêà äî îñè öèëèíäðà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü OO
1
= H, O

1
A

11
= R, AB = l . ×åðåç îòðåçîê ÀÂ ïðîâåäåì ñå-

÷åíèå öèëèíäðà ABCD, êîòîðîå ïàðàëëåëüíî îñè öèëèíäðà ÎÎ
1
. Èç ΔABCΔΔ :

CB AB AC l H= − = −2 2 2 2.  Ïðîâåäåì OK ⊥ CB.

Òîãäà CK CB l H= = −1

2

1

2
2 2. Äàëåå èç ΔKCO:

KO CO CK R l H R l H= − = − − = − +2 2 2 2 2 2 2 21

4

1

2
4( ) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ÀÂ è ÎÎ
1

ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïðÿìîé ÎÎ
1
è ïëîñêîñòüþ ÀÂÑ, ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 

1

2
4 2 2 2R l H− + .

Îòâåò:
1

2
4 2 2 2R l H− + .

Расстояние от точки до плоскости

�

Ðàäèóñ öèëèíäðà ðàâåí R, âûñîòà Í, ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïà-
ðàëëåëüíîãî îñè, ðàâíà S. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò îñè íàõîäèòñÿ ïëîñêîñòü 
ñå÷åíèÿ?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD — ñå÷åíèå öèëèíäðà . SABCDS = S, OO
1
— îñü öèëèí-

äðà, OO
1
= AD = H, O

1
A

11
=A O

1
B = R.

Òàê êàê S = AB ∙ AD, òî AB
S
AD

S
H

= = .  Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòüþ 

ÀÂÑ è ïðÿìîé ÎÎ
1
(ãäå ÎÎ

1
|| ÀÂÑ) ðàâíî äëèíå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåí-

íîãî èç òî÷êè Î
1
 íà ïëîñêîñòü ÀÂÑ.

Ïðîâåäåì O
1
F ⊥ AB. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AF FB AB

S
H

= = =1

2 2
, èç ΔAFOΔΔ

1

ïîëó÷àåì:
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FO AO AF R
S

H

H R S
H1 1

2 2 2
2

2

2 2 2

4

4

2
= − = − = −

. Ýòî è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Îòâåò:
4

2

2 2 2H R S
H

−
.

5.6.2. Прямой круговой конус
Êîíóñîì (êðóãîâûì êîíóñîì) íàçûâàåòñÿ òåëî, êîòîðîå ñîñòîèò èç êðóãà (îñíîâàíèÿ êîíóñà), 

òî÷êè, êîòîðàÿ íå ëåæèò â ïëîñêîñòè ýòîãî êðóãà (âåðøèíû êîíóñà), è âñåõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþ-
ùèõ âåðøèíó ñ òî÷êàìè îñíîâàíèÿ.

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó êîíóñà ñ òî÷êàìè îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ, íàçûâàþò îáðàçóþ-
ùèìè êîíóñà.

íàçûâàåòñÿ êîíóñ, â êîòîðîì ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíó 
ñ öåíòðîì îñíîâàíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ (âåðøèíà ïðîåöèðóåòñÿ â öåíòð îñ-
íîâàíèÿ) (äàëåå ïîä ñëîâîì «êîíóñ» ïîíèìàåì ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ).

Êðóã ñ öåíòðîì Î — îñíîâàíèå êîíóñà, L = SA — îáðàçóþùàÿ êîíóñà, S — âåðøèíà êîíóñà, 
R = AO — ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà.

Ïðÿìàÿ SO — îñü êîíóñà, îòðåçîê SO = H — âûñîòà êîíóñà.
  Êîíóñ ÿâëÿåòñÿ òåëîì âðàùåíèÿ, ò. ê. ïðè âðàùåíèè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îêîëî îäíî-
ãî èç êàòåòîâ êàê îñè îáðàçóåòñÿ êîíóñ.

Сечение плоскостью. Усеченный конус. Площадь боковой и полной поверхности конуса. Объем конуса
Ñâîéñòâà êîíóñà

1. Îñíîâàíèå êîíóñà — êðóã.
2. Îñíîâàíèå âûñîòû êîíóñà — öåíòð îñíîâàíèÿ êîíóñà.
3. Îáðàçóþùèå êîíóñà ðàâíû è ñîñòàâëÿþò îäèíàêîâûå óãëû ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ êîíóñà 

è îäèíàêîâûå óãëû ñ âûñîòîé.

Ñå÷åíèå êîíóñà ïëîñêîñòÿìè

1. Ñå÷åíèå êîíóñà, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç åãî îñü, — îñåâîå ñå÷åíèå — ðàâíî-
áåäðåííûé òðåóãîëüíèê SAB, â êîòîðîì SA = SB = L — îáðàçóþùèå êîíóñà; 
AB = 2R.

5.6. Тела вращения
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Ñå÷åíèå êîíóñà ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî âåðøèíó:
ΔASCΔΔ  — ðàâíîáåäðåííûé, AS = SC = L — îáðàçóþùèå; AC — õîðäà; 

OA = OC = R — ðàäèóñ îñíîâàíèÿ; OD — ðàññòîÿíèå îò îñíîâàíèÿ âûñîòû 
êîíóñà äî õîðäû ÀÑ.

ñå÷

3. Ñå÷åíèå êîíóñà ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ.
Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèþ êîíóñà, ïåðåñåêàåò êîíóñ ïî êðóãó, 

à áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü — ïî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà îñè êîíóñà:

R

R

SO

SO
ñå÷

êîí

.

.

= 1 .

Îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ êîíóñà

Äëÿ êîíóñà ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R, âûñîòîé Í è îáðàçóþùåé L:
1. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà:

S
áîê.

 = πRL.

2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà:

S
ïîëí.

 = S
áîê.

+ S
îñí.

 = πRL + πR2 = πR(L + R).

3. Ôîðìóëà îáúåìà:

V R H=
1

3
2π .

Ðàçâåðòêà êîíóñà

   Åñëè ïîâåðõíîñòü êîíóñà ðàçðåçàòü ïî îáðàçóþùåé è îêðóæíîñòè îñíîâà-
íèÿ è ðàçâåðíóòü åå òàê, ÷òîáû áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü è îñíîâàíèå ëåæàëè 
â îäíîé ïëîñêîñòè, òî íà ïëîñêîñòè ïîëó÷èòñÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ 
ðàçâåðòêîé êîíóñà. Ðàçâåðòêà êîíóñà ñîñòîèò èç ñåêòîðà SAA

1
, ðàäèóñ êîòî-

ðîãî ðàâåí îáðàçóþùåé êîíóñà,  à äëèíà äóãè ðàâíà äëèíå îêðóæíîñòè îñ-
íîâàíèÿ êîíóñà, è êðóãà îñíîâàíèÿ.

 Ïóñòü óãîë ïðè âåðøèíå îñåâîãî ñå÷åíèÿ êîíóñà ASB ðàâåíα, à ∠ASA∠∠
1
= β — 

óãîë â ðàçâåðòêå êîíóñà.
Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

β π
α

= 2
2

sin ;

α
β
π

= 2
2

arcsin

Ï ð è ì å ð .  ×åðåç âåðøèíó êîíóñà ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ åãî îñíîâàíèå ïî õîðäå, 
êîòîðóþ âèäíî èç âåðøèíû ïîä óãëîì α, à èç öåíòðà îñíîâàíèÿ — ïîä óãëîì β. Íàéäèòå áîêîâóþ 
ïîâåðõíîñòü êîíóñà, åñëè ðàññòîÿíèå îò öåíòðà åãî îñíîâàíèÿ äî ñåðåäèíû îáðàçóþùåé ðàâíî d.
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Ðåøåíèå. ΔSAB — ñå÷åíèå êîíóñà ïëîñêîñòüþ, SB = SA, M — ñåðå äèíà 
îáðàçóþùåé SA, SO — âûñîòà, ∠ASB∠∠ = α, ∠AOB∠∠  = β.

OM = d, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîíóñà S
áîê.

 = πRL, ãäå
R = OA, L = SA.
Â ΔSOA (∠SOA = 90°): ñåðåäèíà M — öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, ò. å. 

MO = MA = MS, ò. å. SA = 2d.
Ïðîâåäåì SN ⊥ AB, ïî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ON ⊥ AB.
SA = SB, òîãäà SN — áèññåêòðèñà ∠ASB∠∠ , à ON — áèññåêòðèñà ∠AOB∠∠ , 

ò. ê. AO = OB.
Èç ΔSNA: 

NA SA d= =sin sin .
α α
2

2
2

Èç ΔONA:

OA
NA d

= =
sin

sin

sin
.

β

α

β
2

2
2

2

S OA SA
d

d
d

бок.

sin

sin

sin

sin
.= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =π π

α

β

π α

β

2
2

2

2
4

2

2

2

Îòâåò: 
4

2

2

2π α

β

d sin

sin
.

Усеченный конус

ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ.

S

Îñíîâàíèåì óñå÷åííîãî êîíóñà íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèå ïîëíîãî êîíóñà, èç êîòîðîãî ïîëó÷åí óñå-
÷åííûé, è ÷àñòü ñåêóùåé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ (êðóã).

Êðóãè ñ öåíòðàìè Î è Î
1
 — îñíîâàíèÿ;

L = AA
1
 — îáðàçóþùàÿ óñå÷åííîãî êîíóñà;

OA = R è O
1
A

11 1
= r — ðàäèóñû îñíîâàíèé óñå÷åííîãî êîíóñà.r

Óñå÷åííûé êîíóñ ìîæåò áûòü îáðàçîâàí âðàùåíèåì ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè âîêðóã áîêîâîé 
ñòîðîíû, ïåðïåíäèêóëÿðíîé åå îñíîâàíèÿì.

5.6. Тела вращения
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Ñâîéñòâà óñå÷åííîãî êîíóñà
1. Îñíîâàíèÿ — êðóãè.
2. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû îñíîâàíèé, ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòÿì îñíîâàíèé.
3. Îáðàçóþùèå ðàâíû è ñîñòàâëÿþò îäèíàêîâûå óãëû ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ.
4. Îñåâîå ñå÷åíèå — ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ.

Îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ óñå÷åííîãî êîíóñà
Äëÿ óñå÷åííîãî êîíóñà ñ ðàäèóñàìè îñíîâàíèé R è r, âûñîòîé Í è îáðàçóþùåé L:
1. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü:

S
áîê.

= π(R + r)L.

2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè:

S S S S R r L R rполн бок осн осн. . . . ( ) ( )= + + = + + +
1 2

2 2π π .

3. Îáúåì:

V H R Rr r= + +
1

3
2 2π ( ) .

Ðàçâåðòêà óñå÷åííîãî êîíóñà
Åñëè ïîâåðõíîñòü óñå÷åííîãî êîíóñà ðàçðåçàòü ïî îáðàçóþùåé è îêðóæ-

íîñòÿì è ðàçâåðíóòü òàê, ÷òîáû áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ñ îñíîâàíèÿìè ëåæàëè 
â îäíîé ïëîñêîñòè, òî ïîëó÷èì ôèãóðó, íàçûâàåìóþ ðàçâåðòêîé óñå÷åííîãî 
êîíóñà.

Ðåøàÿ çàäà÷è, â óñëîâèè êîòîðûõ ôèãóðèðóåò óñå÷åííûé êîíóñ, îáû÷íî 
ðàññìàòðèâàþò êàêóþ-ëèáî èç òðåõ ôèãóð:
1) îñåâîå ñå÷åíèå óñå÷åííîãî êîíóñà — ðàâíîáîêóþ òðàïåöèþ ABCD, 
AB = CD = L, O

1
C = r; OD = R; MD = R − r; AM = R + r;

2) ïðÿìîóãîëüíóþ òðàïåöèþ, êîòîðàÿ ïðè âðàùåíèè îáðàçóåò äàííûé 
óñå÷åííûé êîíóñ;

3) îñåâîå ñå÷åíèå ïîëíîãî êîíóñà, èç êîòîðîãî ïîëó÷åí äàííûé óñå÷åí-
íûé êîíóñ;

4) ïîëåçíûé ôàêò: åñëè â îñåâîå ñå÷åíèå óñå÷åííîãî êîíóñà ìîæíî âïè-
ñàòü îêðóæíîñòü, òî åãî âûñîòà åñòü ñðåäíåå ïðîïîðöèîíàëüíîå ìåæäó äèàìåò-
ðàìè îñíîâàíèé.

H D d= ⋅ ,  ãäå D = 2R, d = 2r
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Ï ð è ì å ð .  Îáðàçóþùàÿ óñå÷åííîãî êîíóñà íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè áîëüøåãî îñíîâàíèÿ ïîä óã-
ëîì α. Íàéäèòå îáúåì êîíóñà, åñëè ðàäèóñû îñíîâàíèé R è r.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îñåâîå ñå÷åíèå óñå÷åííîãî êîíóñà — ðàâíîáîêóþ 
òðàïåöèþ AA

1
B

1
B. AA

1
= B

1
B = L — îáðàçóþùèå, AO = R, A

1
O

1
= r. ∠A∠∠

1
AO

11
= α.

Ïðîâåäåì A
1
M ⊥ AB, A

1
M = OO

1
= H — âûñîòà óñå÷åííîãî êîíóñà.

Èç ΔAΔΔ
1
MA (∠A∠∠

1
MA = 90°): A

1
M = AM tg α = (R − r) tgα.

V H R Rr r= + +
1

3
2 2π ( ),  ãäå H = A

1
M.

Òîãäà V R r R Rr r R r= − + + = −
1

3

1

3
2 2 3 3π α π α( ) ( ) ( ) .tg tg

Îòâåò:
1

3
3 3π α( ) .R r− tg

Угол между прямой и плоскостью
�







�

�

�
�

Ï ð è ì å ð . Ðàäèóñû îñíîâàíèé óñå÷åííîãî êîíóñà ðàâíû 3 ñì è 6 ñì, 
à îáðàçóþùàÿ — 5 ñì. Íàéäèòå âûñîòó óñå÷åííîãî êîíóñà, ïëîùàäü îñåâîãî 
ñå÷åíèÿ, óãîë íàêëîíà îáðàçóþùåé ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD — îñåâîå ñå÷åíèå óñå÷åííîãî êîíóñà, AO
1

= 6 ñì, 
ÂÎ = 3 ñì, ÀÂ = 5 ñì. ABCD — ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ. Ïðîâåäåì BK ⊥ AD, 
òîãäà BK = OO

1
. Èç ΔABKΔΔ : 

BK AB AK AB AO BO= − = − − =2 2 2
1

2( ) − − = =2 25 6 3 16 4( ) ( ).ñì

S
AD BC

BK
AO BO

BK AO BO BK= + ⋅ =
+

⋅ = + ⋅ = + ⋅ =
2

2

2
3 6 4 361

1
( )

( ) ( )  (ñì2),

ãäå S — ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ. Èç ΔABKΔΔ : 

tg ∠ = =BAK
BK
AK

4

3
,  òîãäà ∠ =BAK arctg

4

3
.

Îòâåò: 4 ñì; 36 ñì2; arctg
4

3
.

Угол между плоскостями
Ï ð è ì å ð . Âûñîòà êîíóñà ðàâíà h. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî 
÷åðåç âåðøèíó êîíóñà è õîðäó îñíîâàíèÿ, ñòÿãèâàþùóþ äóãó, óãëîâàÿ âåëè-
÷èíà êîòîðîé α, åñëè ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ îáðàçóåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ 
êîíóñà óãîë β.

Ðåøåíèå. Ïóñòü SAB — äàííîå ñå÷åíèå, SO — âûñîòà, SO = h, ∠AOB∠∠  = α. 
Ïðîâåäåì OK ⊥ AB, òîãäà SK ⊥ AB ñîãëàñíî òåîðåìå î òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðàõ 
è, çíà÷èò, ∠SKO = β. Èç ΔSKO: 

SK
SO

SKO
h=

∠
=

sin sin
;

β

KO = SO ∙ ctg∠SKO = h ctg β.

Èç ΔAOKΔΔ : AK OK AOK h= ⋅ ∠ = ⋅tg ctg tgβ α
2

.

ñå÷åíèÿ S íàõîäèì ïî ôîðìóëå:

S AB SK AK SK AK SK h
h

h= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅
⋅1

2

1

2
2

2
22ctg tg

tg
β α

β

β α

sin

cos

sinn
.

2 β

Îòâåò: h2
2

2⋅
⋅cos

sin
.

β α

β

tg
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Угол между скрещивающимися прямыми

�

Ï ð è ì å ð . Èç öåíòðîâ Î è Î
1
 óñå÷åííîãî êîíóñà ïðîâåäåíû ðàäèóñû ÎÂ

è Î
1
À

11
. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ýòèìè ðàäèóñàìè, åñëè ÎÂ = 3 ñì, Î

1
À

11
= 4 ñì, 

ÎÎ
1

= 12 ñì, ÀÂ = 13 ñì.
Ðåøåíèå. Ïðîâåäåì O

1
C || OB, òîãäà óãîë ìåæäó ðàäèóñàìè ÎÂ è O

1
A

11
ðà-

âåí óãëó AO
1
C. Ïðîâåäåì BK || OO

1
, òîãäà BK = 12 ñì, O

1
K = ÎÂ = 3 ñì.

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABK èìååì:

AK AB BK= − = − =2 2 2 213 12 5 ( ).ñì
Ïîñêîëüêó â òðåóãîëüíèêå O

1
AK

11
èìååì: AK AO O K2

1
2

1
2= +  (52 = 32 + 42), 

òî ∠AO∠∠
1
K = 90°. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ìåæäó äàííûìè ðàäèóñàìè ðàâåí 90°.

Îòâåò: 90°.

 Расстояние между скрещивающимися прямыми

�







�

�

��
�

Ï ð è ì å ð .  Ðàäèóñû îñíîâàíèé óñå÷åííîãî êîíóñà ðàâíû 3 ñì è 6 ñì, 
à îáðàçóþùàÿ — 5 ñì. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ äèàìåò-
ðàìè îñíîâàíèé.

Ðåøåíèå. Îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì äâóõ äèàìåòðîâ îñíîâàíèé ÿâëÿåòñÿ 
îòðåçîê ÎÎ

1
, ãäå Î è Î

1
 — öåíòðû îñíîâàíèé.

Ïóñòü ABCD — îñåâîå ñå÷åíèå óñå÷åííîãî êîíóñà. 
AO

1
= 6 ñì, ÂÎ = 3 ñì, ÀÂ = 5 ñì.

ABCD — ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ. Ïðîâåäåì BK ⊥ AD, òîãäà BK = OO
1
. Èç 

ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABK:

BK AB AK AB AO BO= − = − − = − − = =2 2 2
1

2 2 25 6 3 16 4( ) ( ) ( ).ñì
Îòâåò: 4 ñì.

Расстояние от точки до прямой
Ç à ä à ÷ à .  Óãîë ïðè âåðøèíå îñåâîãî ñå÷åíèÿ êîíóñà ðàâåí α, à ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îñíîâàíèÿ 

ê îáðàçóþùåé êîíóñà — à. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà.
Ðåøåíèå. MAB — îñåâîå ñå÷åíèå êîíóñà. ∠AMB∠∠ = α; OK ⊥ AM; OK = α. Èç ΔAOKΔΔ  (∠K = 90°):

B

K
O

M OA
OK a=

° −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
sin cos

.

90
2 2
α α

Èç ΔMOA (∠O = 90°): AM
AO a= =

sin cos sin
.α α α

2 2 2

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà S OA MA
a= ⋅ ⋅ =π π

α α

2

2

2 2
sin cos

.

Îòâåò:
π

α α
a2

2

2 2
sin cos

.

Расстояние от точки до плоскости
Ï ð è ì å ð . Â îñíîâàíèè êîíóñà ïðîâåäåíà õîðäà ÀÂ íà ðàññòîÿíèè 3 ñì îò öåíòðà Î îñíîâàíèÿ. 

MO — âûñîòà êîíóñà, MO = 6 2 ( ).ñì  Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Î äî ïëîñêîñòè ÀÌÂ.
Ðåøåíèå. Òî÷êà K — ñåðåäèíà õîðäû ÀÂ. Òîãäà OK ⊥ AB, OK = 3 ñì. OK — ïðîåêöèÿ MK

íà ïëîñêîñòü AOB, OK ⊥ AB. Òîãäà MK ⊥ AB. Ñëåäîâàòåëüíî, AB ⊥ (MOK) è (AMB(( ) ⊥ (MOK). 
Â ïëîñêîñòè MOK îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð OE íà ëèíèþ MK ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé MOK è
AMB. Òàê êàê ïëîñêîñòè MOK è AMB ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî OE ⊥ (AMB(( ), òî åñòü OE — èñêîìîå 
ðàññòîÿíèå.
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ΔMOK (∠O = 90°): 

MK OK MO= + = + =2 2 9 72 9 ( ).ñì  Òàê  êàê SΔMOK
=

1

2
MO ∙ OK è

SΔMOK 
=

1

2
OÅ ∙ ÌK, òî OÅ ∙ ÌK = ÌO ∙ ÎK.

Òàê êàê OE ∙ MK = MO ∙ OK, òî 

OE
MO OK

MK
=

⋅
= 2 2 ñì.

Îòâåò: 2 2 ñì.

5.6.3.  Шар и сфера. Площадь поверхности. Объем шара

Øàðîì íàçûâàåòñÿ òåëî, êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàñ-
ñòîÿíèè, íå áîëüøåì äàííîãî (ýòî ðàññòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì øàðà), îò äàííîé òî÷êè (öåí-
òðà øàðà).

OA = OB = R — ðàäèóñ øàðà.
AB = 2R — äèàìåòð øàðà. Ïîâåðõíîñòü øàðà íàçûâàåòñÿ øàðîâîé ïîâåð-

õíîñòüþ, èëè ñôåðîé.
Øàð (ñôåðà) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí âðàùåíèåì ïîëóêðóãà (ïîëóîêðóæíîñ-

òè) îêîëî äèàìåòðà.

Свойства шара

1. Ëþáîå ñå÷åíèå øàðà ïëîñêîñòüþ — êðóã. Öåíòð ýòîãî êðóãà — îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, 
îïóùåííîãî èç öåíòðà øàðà íà ñåêóùóþ ïëîñêîñòü.

2. Äèàìåòðàëüíàÿ ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð øàðà.
3. Ñå÷åíèÿ øàðà, îäèíàêîâî óäàëåííûå îò åãî öåíòðà, èìåþò îäèíàêîâûå ðàäèóñû.
4. Èç äâóõ ñå÷åíèé øàðà áîëüøèé ðàäèóñ èìååò òî, ïëîñêîñòü êîòîðîãî áëèæå ê öåíòðó.
5. Ëþáàÿ äèàìåòðàëüíàÿ ïëîñêîñòü øàðà — ïëîñêîñòü åãî ñèììåòðèè, öåíòð øàðà — öåíòð åãî 

ñèììåòðèè.
Êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê øàðó íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó ñôåðû 

(òî÷êó êàñàíèÿ) è ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó, ïðîâåäåííîìó â ýòó òî÷êó.
Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü èìååò ñ øà ðîì òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó.
Êàñàòåëüíîé ê øàðó íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ëåæèò â ñåêóùåé ïëîñêîñòè è ïðîõîäèò ÷åðåç 

òî÷êó êàñàíèÿ ñôåðû è ïëîñêîñòè.
Âñå îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç äàííîé òî÷êè ê øàðó, ðàâíû.

5.6. Тела вращения
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Основные формулы для шара
Äëÿ øàðà (ñôåðû) ðàäèóñà R: 
1. Îáúåì øàðà:

V R=
4

3
3π .

2. Ïëîùàäü ñôåðû:

S = 4πR2.

Части шара
1. Øàðîâîé ñåãìåíò

Øàðîâîé ñåãìåíò — ÷àñòü øàðà, êîòîðóþ îòñåêàåò îò íåãî ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü.
Ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ äåëèò øàð íà äâà ñåãìåíòà.
Äëèíû îòðåçêîâ äèàìåòðà, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ, íàçû-

âàþòñÿ âûñîòàìè ñåãìåíòîâ.
AB = H

1
— âûñîòà ìåíüøåãî ñåãìåíòà;

BC = H
2
— âûñîòà áîëüøåãî ñåãìåíòà.

Основные формулы для шарового сегмента
1. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè: 

S
áîê.

= 2πRH.

2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè:

S
ïîëí.

 = πH(4R − H).

3. Îáúåì:

V H R
H

A = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π 2

3
,

ãäå R — ðàäèóñ øàðà, Í — âûñîòà ñåãìåíòà.

2. Øàðîâîé ñåêòîð
Øàðîâîé ñåêòîð — òåëî, îãðàíè÷åííîå ñôåðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ øàðîâîãî ñåãìåíòà è áîêîâîé 

ïîâåðõ íîñòüþ êîíóñà, êîòîðîå èìååò îáùåå îñíîâàíèå ñ ñåãìåíòîì è âåðøèíó â öåíòðå øàðà.

Çàìå÷àíèå. Åñëè øàðîâîé ñåãìåíò ìåíüøå ïîëóøàðà, òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ øàðîâîãî ñåêòîðà åãî 
äîïîëíÿþò êîíóñîì, à åñëè áîëüøå ïîëóøàðà, òî êîíóñ óäàëÿþò.



Основные формулы для шарового сектора
1. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè:

S R H H R Hполн. = + −π ( ( ))2 2 .

2. Îáúåì: 

V R H=
2

3
2π .

3. Øàðîâîé ñëîé
Øàðîâîé ñëîé — ÷àñòü øàðà, ðàçìåùåííàÿ ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ñåêóùèìè ïëîñêîñ-

òÿìè.
Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè íàçûâàåòñÿ âûñîòîé øàðîâîãî ñëîÿ 

Í, à ñàìè ñå÷åíèÿ, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò ïîÿñ, — îñíîâàíèÿìè ñ ðàäèóñà-
ìè R

1
è R

2
.

Основные формулы для шарового слоя
1. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè: 

S
áîê.

= 2πRH,

ãäå R — ðàäèóñ øàðà.
2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè:

S RH R Rполн. = + +π( )2 1
2

2
2 .

3. Îáúåì:

V
H

R R H= + +
π
6

3 31
2

2
2 2( ) .
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 5.6.
«Тела вращения»

5.6.1. Прямой круговой цилиндр

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Íàéäèòå ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà, åñëè äèàãîíàëü îñåâîãî ñå÷åíèÿ 
ðàâíà 4 è îáðàçóåòñÿ ñ îñíîâàíèåì óãîë 45°.

Â2. Âûñîòà öèëèíäðà ðàâíà 6, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ ðàâåí 4. Êîíöû äàííîãî îòðåçêà 
ëåæàò íà îêðóæíîñòè îáîèõ îáîèõ îñíîâàíèé, äëèíà îòðåçêà ðàâíà 8. Íàéäè-
òå ðàññòîÿíèå îò ýòîãî îòðåçêà äî îñè öèëèíäðà.

Â3. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, åñëè ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷å-

íèÿ öèëèíäðà ðàâíà
6

π
.

Â4. Íàéäèòå îáúåì (V) öèëèíäðà, åñëè ðàçâåðòêà åãî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè — êâàä-VV
ðàò ñî ñòîðîíîé 4. Â îòâåò çàïèøèòå πV.

Â5. Íàéäèòå ïëîùàäü (S) îñíîâàíèÿ öèëèíäðà, åñëè îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà — 

êâàäðàò, ïëîùàäü êîòîðîãî ðàâíà 100 ñì2. Â îòâåò çàïèøèòå 
S
π

.

Â6. Íàéäèòå ïëîùàäü S îñåâîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà, åñëè ïëîùàäü îñíîâàíèÿ öè-
ëèíäðà ðàâíà 12, à îñåâîå ñå÷åíèå åãî — êâàäðàò. Â îòâåò çàïèøèòå πS.

Â7. Âî ñêîëüêî ðàç óâåëè÷èòñÿ îáúåì öèëèíäðà, åñëè, íå èçìåíÿÿ åãî âûñîòó, 

óâåëè÷èòü ðàäèóñ â 2 2 ðàçà?

Â8. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, åñëè äëèíà îêðóæíîñòè 
îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ðàâíà 18 ñì, à âûñîòà ðàâíà 0,5 ñì.

Â9. Íàéäèòå ïëîùàäü (S) áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, åñëè äèàãîíàëü îñåâîãî 
ñå÷åíèÿ öèëèíäðà ðàâíà 8 è îáðàçóåò ñ îáðàçóþùåé óãîë 45°. Â îòâåò çàïè-

øèòå
S
π

.

Â10. Ñå÷åíèå öèëèíäðà, ïðîâåäåííîå ïàðàëëåëüíî åãî îñè, íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿ-
íèè 2 ñì îò íåå è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè 

öèëèíäðà ðàâíà 8 3π. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9

Â10
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Â11. Îáúåì öèëèíäðà ðàâåí 126, à äëèíà îêðóæíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé åãî îñíî-
âàíèå ðàâíà 18. Íàéäèòå ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà.

Â12. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ðàâíà 16π ñì2. Íàéäèòå ïëîùàäü 
îñåâîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà.

Â13. Îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà — êâàäðàò. Íàéäèòå ïëîùàäü ýòîãî ñå÷åíèÿ, åñëè 
ïëîùàäü îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ðàâíà 16π ñì2.

Â14. Îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà — êâàäðàò, ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà 10. Íàéäèòå 

îáúåì (V) öèëèíäðà. Â îòâåò çàïèøèòå VV
V
π

.

Â15. Â ïðÿìîóãîëüíèêå îòíîøåíèå ñòîðîí ðàâíî 3 : 4. Ïðÿìîóãîëüíèê ñíà÷àëà 
âðàùàþò âîêðóã áîëüøåé ñòîðîíû, à çàòåì âîêðóã ìåíüøåé. Íàéäèòå îòíîøå-
íèå îáúåìà ïåðâîãî îáðàçîâàííîãî òåëà ê îáúåìó âòîðîãî.

Â16. Íàéäèòå îáúåì (V) òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì êóáà âîêðóã ñâîåãî ðåáðà, VV

åñëè äëèíà ðåáðà ðàâíà 2. Â îòâåò çàïèøèòå
V
π

.

Â17. Â öèëèíäðå ïàðàëëåëüíî îñè íà ðàññòîÿíèè 5 îò íåå ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, 
êîòîðàÿ îòñåêàåò îò îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ äóãó â 90°. Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ 10. 

Íàéäèòå 
V
π

, ãäå V — îáúåì öèëèíäðà.V

Â18. Â ïðÿìóþ ïðèçìó âïèñàí öèëèíäð, ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî 
ðàâíà 10π. Îñíîâàíèå ïðèçìû — ðîìá ñ óãëîì 45°. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îñüþ 

öèëèíäðà è äèàãîíàëüþ áîêîâîé ãðàíè ïðèçìû ðàâíî 2. Íàéäèòå îáúåì 
ïðèçìû.

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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5.6.2. Прямой круговой конус

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Îáðàçóþùàÿ êîíóñà ðàâíà 5, âûñîòà ðàâíà 4. Íàéäèòå ïëîùàäü (S) åãî ïîâåð-

õíîñòè. Â îòâåò çàïèøèòå
S
π

.

Â2. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà, îáðàçóþùàÿ êîòîðîãî ðàâíà 
10, äëèíà îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ ðàâíà 12.

Â3. Ðàäèóñ êîíóñà ðàâåí 6, âûñîòà — 8. Íàéäèòå îáðàçóþùóþ êîíóñà.

Â4. Îáðàçóþùàÿ êîíóñà ðàâíà 4 è íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì 
15°. Íàéäèòå ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ.

Â5. Îòíîøåíèå ïëîùàäè îñíîâàíèÿ êîíóñà ê ïëîùàäè îñåâîãî ñå÷åíèÿ ðàâíî π. 
Íàéäèòå óãîë íàêëîíà îáðàçóþùåé êîíóñà ê îñíîâàíèþ (â ãðàäóñàõ).

Â6. Îáðàçóþùàÿ êîíóñà ðàâíà 6. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç 
äâå îáðàçóþùèå êîíóñà, óãîë ìåæäó êîòîðûìè ðàâåí 30°.

Â7. Ïëîùàäü îñíîâàíèÿ êîíóñà ðàâíà 9π, à ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü åãî — 24π. Íàé-

äèòå îáúåì (V) êîíóñà. Â îòâåò çàïèøèòå VV
V
π

.

Â8. Îñåâîå ñå÷åíèå êîíóñà — ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ ãèïîòåíóçîé 12. Íàé-

äèòå îáúåì (V) êîíóñà. Â îòâåò çàïèøèòå VV
V
π

.

Â9. Ðàäèóñû îñíîâàíèé óñå÷åííîãî êîíóñà ðàâíû 3 ñì è 6 ñì, îáðàçóþùàÿ — 
5 ñì. Íàéäèòå êîòàíãåíñ óãëà íàêëîíà îáðàçóþùåé ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ.

Â10. Â óñå÷åííîì êîíóñå âûñîòà ðàâíà 5, îáðàçóþùàÿ — 2

π
, áîêîâàÿ ïîâåðõ-

íîñòü — 10. Íàéäèòå ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ.

Â11. Âûñîòà êîíóñà ðàâíà 4 ñì, îáðàçóþùàÿ ðàâíà 5 ñì. Íàéäèòå (â ãðàäóñàõ) óãîë 
ñåêòîðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ðàçâåðòêîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ýòîãî êîíóñà.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9

Â10

Â11
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Â12. Ðàäèóñû îñíîâàíèé óñå÷åííîãî êîíóñà ðàâíû 11 ñì è 6 ñì, îáðàçóþùàÿ ðàâíà 

13 ñì. Íàéäèòå 
V
π

, ãäå V — îáúåì êîíóñà.V

Â13. Îáðàçóþùàÿ óñå÷åííîãî êîíóñà ðàâíà 5 ñì, ðàäèóñû îñíîâàíèé — 3 ñì è 6 ñì. 
Íàéäèòå ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ.

Â14. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ðàçâåðòêà êîíóñà. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè ïîë-
íîé ïîâåðõíîñòè ýòîãî êîíóñà ê ïëîùàäè åãî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.

Â15. Âûñîòà êîíóñà ðàâíà 4, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ — 3. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè 
îñíîâàíèÿ êîíóñà ê ïëîùàäè åãî áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.

Â16. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà åìêîñòü, â êîòîðóþ íàëèò îäèí ñòàêàí æèäêîñòè. 
Îïðåäåëèòå, íà êàêîå êîëè÷åñòâî ïîëíûõ ñòàêàíîâ æèäêîñòè ðàññ÷èòàíà ýòà 
åìêîñòü.

Â17. Ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê âðàùàåòñÿ âîêðóã êàòåòà, äëèíà êîòîðîãî 3. Ãè-
ïîòåíóçà òðåóãîëüíèêà ðàâíà 5. Íàéäèòå îáúåì (V) òåëà âðàùåíèÿ. Â îòâåò VV

çàïèøèòå
V
π

.

Â18. ×åðåç âåðøèíó êîíóñà ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ 4 ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü, ïåðåñå-
êàþùàÿ åãî îñíîâàíèå ïî õîðäå, êîòîðóþ âèäíî ñ öåíòðà îñíîâàíèÿ êîíóñà 
ïîä óãëîì 120°, à èç âåðøèíû êîíóñà — ïîä óãëîì 90°. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü 
ñå÷åíèÿ.

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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5.6.3. Шар и сфера

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Øàð ðàäèóñà 13 ïåðåñå÷åí ïëîñêîñòüþ íà ðàññòîÿíèè 5 îò öåíòðà øàðà. Íàé-
äèòå ðàäèóñ ñå÷åíèÿ.

Â2. Íàéäèòå ïëîùàäü áîëüøîãî êðóãà, åñëè ðàäèóñ øàðà ðàâåí
5

π
.

Â3. Íàéäèòå îáúåì (V) øàðà, åñëè ðàäèóñ øàðà ðàâåí 3. Â îòâåò çàïèøèòåVV
V
π

.

Â4. Íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìà øàðîâîãî ñåãìåíòà ê îáúåìó øàðà, åñëè âûñîòà 

øàðîâîãî ñåãìåíòà ðàâíà 
1

3
 äèàìåòðà øàðà. Îòâåò çàïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ äî 

äåñÿòûõ.

Â5. Íàéäèòå ïëîùàäü (S) ñôåðû, åñëè ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí 5. Â îòâåò çàïèøèòå 
S
π

.

Â6. Íàéäèòå îáúåì (V) øàðà, åñëè ïîâåðõíîñòü øàðà ðàâíà 36VV π. Â îòâåò çàïèøèòå 
V
π

.

Â7. Øàð ðàäèóñà 5 ïåðåñå÷åí ïëîñêîñòüþ íà ðàññòîÿíèè 3 îò öåíòðà. Íàéäèòå 

ïëîùàäü (S) ñå÷åíèÿ. Â îòâåò çàïèøèòå 
S
π

.

Â8. Ðàäèóñû äâóõ ñôåð ðàâíû 13 è 15, ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ öåíòðàìè — 14. 
Íàéäèòå äëèíó (l) ëèíèè, ïî êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ èõ ïîâåðõíîñòè. Â îòâåò 

çàïèøèòå
l
π

.

Â9. Â ïîëóøàðå ðàäèóñà 2 ÷åðåç ñåðåäèíó åãî âûñîòû ïðîâåäåíî ñå÷åíèå, ïàðàë-
ëåëüíîå îñíîâàíèþ ïîëóøàðà. Íàéäèòå îáúåì (V) ïîëíîãî øàðîâîãî ïîÿñà. VV

Â îòâåò çàïèøèòå 
3V
π

.

Â10. Ðàäèóñ øàðîâîãî ñåêòîðà ðàâåí 3, óãîë â îñåâîì ñå÷åíèè ðàâåí 120°. Íàéäèòå 

îáúåì (V) øàðîâîãî ñåêòîðà. Â îòâåò çàïèøèòåVV
V
π

.
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Â11. Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 30 è 40. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè 
îò ïëîñêîñòè òðåóãîëüíèêà íàõîäèòñÿ öåíòðà ñôåðû, êîòîðàÿ èìååò ðàäèóñ 
65 è ïðîõîäèò ÷åðåç âñå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà?

Â12. Äèàãîíàëè ðîìáà ðàâíû 15 è 20. Øàðîâàÿ ïîâåðõíîñòü êàñàåòñÿ âñåõ ñòîðîí 
ðîìáà. Ðàäèóñ øàðà ðàâåí 10. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà øàðà ê ïëîñêî-
ñòè ðîìáà.

Â13. Ðàäèóñû òðåõ øàðîâ ðàâíû 3, 4 è 5. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, îáúåì êîòîðîãî 
ðàâåí ñóììå îáúåìîâ äàííûõ øàðîâ.

Â14. Â ñòàêàí öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû, íàïîëíåííûé âîäîé äî êðàåâ, ïîëîæèëè 
ìåòàëëè÷åñêèé øàðèê, êîòîðûé êàñàåòñÿ äíà ñòàêàíà è ñòåíîê (âûñîòà ñòàêà-
íà ðàâíà äèàìåòðó øàðà). Îïðåäåëèòå îòíîøåíèå âîäû, êîòîðàÿ îñòàëàñü â 
ñòàêàíå, ê îáúåìó âîäû, êîòîðàÿ âûëèëàñü èç ñòàêàíà.

Â15. Èç äåðåâÿííîé öèëèíäðè÷åñêîé çàãîòîâêè, îñåâûì ñå÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåò-
ñÿ êâàäðàò, âûòî÷èëè áèëüÿðäíûé øàð íàèáîëüøåãî îáúåìà. Îïðåäåëèòå îò-
íîøåíèå îáúåìà âñåé çàãîòîâêè ê îáúåìó øàðà.

Â16. Øàð ïåðåñåêëè ïëîñêîñòüþ íà ðàññòîÿíèè 12 îò åãî öåíòðà. Ïëîùàäü îáðàçî-
âàííîãî ñå÷åíèÿ 25π. Íàéäèòå äëèíó äèàìåòðà øàðà.

Â17. Äèàìåòð øàðà ðàâåí 6 è ÿâëÿåòñÿ îñüþ öèëèíäðà, âïèñàííîãî â ýòîò øàð. 

Ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ðàâåí 5.  Íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìà øàðà 
ê îáúåìó öèëèíäðà.

Â18. Ìåòàëëè÷åñêèé øàð ðàäèóñà 163  ïåðåïëàâèëè â êîíóñ, âûñîòà êîòîðîãî 8. 
Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà ê ïëîùàäè åãî îñ-
íîâàíèÿ.

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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5.7. Комбинации тел

5.7.1. Комбинации многогранников

Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì âî âòîðîé ìíîãîãðàííèê, åñëè âñå âåðøèíû ïåðâîãî ëå-
æàò íà ïîâåðõíîñòè (ðåáðàõ, ãðàíÿõ) âòîðîãî ìíîãîãðàííèêà; ïðè ýòîì âòîðîé ìíîãîãðàííèê íà-
çûâàåòñÿ îïèñàííûì îêîëî ïåðâîãî.
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Ï ð è ì å ð . Öåíòð âåðõíåãî îñíîâàíèÿ êóáà è ñåðåäèíû ñòîðîí íèæíåãî 
îñíîâàíèÿ ñëóæàò âåðøèíàìè âïèñàííîé â ýòîò êóá ïèðàìèäû. Íàéäèòå 
åå áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü, åñëè ðåáðî êóáà ðàâíî à.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
 êóá, AB = a, M, N, L, K — ñåðåäèíû 

ñòîðîí AB, BC, CD, AD; O — öåíòð âåðõíåãî îñíîâàíèÿ A
1
B

1
C

1
D

1
. Èç 

ΔABCΔΔ : AC AB a= ⋅ =2 2. Òàê êàê îòðåçîê ÀÑ ðàçäåëåí îòðåçêàìè MK, 

BD, NL íà ðàâíûå îòðåçêè, òî AF AC
a= =1

4

2

4
.

MK BD AC
a= = =1

2

1

2

2

2
(MK — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ΔABDΔΔ ).

Èç ΔFO
1
O èìååì: FO FO OO

a
a

a
a

a= + =
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
+ = + =1

2
1
2 2

2
22

4 8

3

2 2
.

S MK FO
a a a

áîê = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =
1

2
4 2

2

2

3

2 2

3

2

2

.

Îòâåò: 
3

2

2a
.

Ï ð è ì å ð . Â ïðàâèëüíóþ ÷åòûðåõóãîëüíóþ ïèðàìèäó âïèñàí êóá òàê, ÷òî 
÷åòûðå åãî âåðøèíû íàõîäÿòñÿ íà áîêîâûõ ðåáðàõ ïèðàìèäû, à îñòàëüíûå 
÷åòûðå íàõîäÿòñÿ â ïëîñêîñòè åå îñíîâàíèÿ. Íàéäèòå ðåáðî êóáà, åñëè â ïè-
ðàìèäå ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà à, à âûñîòà ðàâíà h.

Ðåøåíèå. Ïóñòü SABCD — ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà, ó êî-

òîðîé AB = a, SO ⊥ (ABC(( ), SO = h, AO
AB a= =
2 2

. A
1
B

1
C

1
D

1
A

11 2
B

2
C

2
D

2
—

êóá. Ïóñòü A
1
B

1
= x, òîãäà SO

1 
= h – õ, A O A O

x
2 1 1

2
= = . ΔSAO ~ ΔSA

1
O

1

è, çíà÷èò, 
AO
A O

SO
S O1 1 1 1

= ,
a

x

h
h x

2

2 ⋅
=

−
,

a
x

h
h x

=
−

, ah – ax = hx, ah = 

= x(a + h), x
ah

a h
=

+
— èñêîìîå ðåáðî êóáà.

Îòâåò: 
ah

a h+
.

5.7.2. Комбинации тел вращения

Комбинация «цилиндр–конус»
Êîíóñ íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì â öèëèíäð, åñëè îñíîâàíèå êîíóñà ñîâïà-

äàåò ñ îäíèì îñíîâàíèåì öèëèíäðà, à âåðøèíà êîíóñà ëåæèò âî âòîðîì
îñíîâàíèè öèëèíäðà. Ïðè ýòîì öèëèíäð íàçûâàåòñÿ îïèñàííûì îêîëî
êîíóñà.

�

��
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Öèëèíäð íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì â êîíóñ, åñëè îäíî îñíîâàíèå öèëèíäðà 
ëåæèò â îñíîâàíèè êîíóñà, à îêðóæíîñòü âòîðîãî îñíîâàíèÿ ëåæèò íà áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà. Êîíóñ ïðè ýòîì íàçûâàåòñÿ îïèñàííûì îêîëî öè-
ëèíäðà.

Комбинация «шар–цилиндр»
Öèëèíäð íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì â øàð, åñëè åãî îñíîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ 

ñå÷åíèÿìè øàðà.
Ïðè ýòîì øàð îïèñàí îêîëî öèëèíäðà.

Ñâîéñòâà öèëèíäðà, âïèñàííîãî â øàð
1. Øàð ìîæíî îïèñàòü îêîëî ëþáîãî ïðÿìîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà. Öåíòð 

øàðà ëåæèò íà ñåðåäèíå âûñîòû öèëèíäðà, ñîåäèíÿþùåé öåíòðû åãî îñíî-
âàíèé.

2. Îñíîâàíèÿ öèëèíäðà — ðàâíûå ïàðàëëåëüíûå ñå÷åíèÿ øàðà.
3. Îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà — ïðÿìîóãîëüíèê, âïèñàííûé â áîëüøîé 

êðóã øàðà.
4. Ðàäèóñ øàðà R, ðàäèóñ öèëèíäðà r è âûñîòà öèëèíäðà r Í ñâÿçàíû ñî-

îòíîøåíèåì:

R
H

r2

2

2

2
= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ .

Öèëèíäð íàçûâàåòñÿ îïèñàííûì îêîëî øàðà, åñëè øàð êàñàåòñÿ âñåõ 
îáðàçóþùèõ öèëèíäðà è åãî îñíîâàíèé.

Ïðè ýòîì øàð âïèñàí â öèëèíäð.

Ñâîéñòâà öèëèíäðà, îïèñàííîãî îêîëî øàðà

O

1. Øàð ìîæíî âïèñàòü òîëüêî â ðàâíîñòîðîííèé öèëèíäð. Öåíòð øàðà 
ëåæèò íà ñåðåäèíå âûñîòû öèëèíäðà, êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò öåíòðû åãî îñíîâà-
íèé.

2. Îñåâîå ñå÷åíèå — êâàäðàò, â êîòîðûé âïèñàí áîëüøîé êðóã øàðà.
3. Ðàäèóñ øàðà R ðàâåí ðàäèóñó öèëèíäðà r è ðàâåí ïîëîâèíå âûñîòûr Í

öèëèíäðà:

R r
H= =
2

.

5.7. Комбинации тел
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Ï ð è ì å ð . Â öèëèíäð, ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ êîòîðîãî ðàâíà S, âïèñàí øàð. Íàéòè ïëîùàäü 
ïîëíîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà è ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè øàðà.

O

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà — ýòî êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 
Í èëè 2R, èëè 2r, ïëîùàäü êâàäðàòà ïî óñëîâèþ S, çíà÷èò, H S= ,

             R r
S

= =
2

.

Ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà:

S r r H
S S

S
S

полн. ( ) ;= + = ⋅ ⋅ +
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
=2 2

2 2

3

2
π π

π

S R
S S

Sсф. .= = ⋅
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= ⋅ =4 4

2
4

4
2

2

π π π π

:
3

2

πS
è πS.

Комбинация «шар–конус»
Êîíóñ íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì â øàð, åñëè âåðøèíà êîíóñà ëåæèò íà ïî-

âåðõíîñòè øàðà, à åãî îñíîâàíèå — ñå÷åíèå øàðà.
Øàð ïðè ýòîì îïèñàí îêîëî êîíóñà.

Ñâîéñòâà êîíóñà, âïèñàííîãî â øàð
1. Øàð ìîæíî îïèñàòü îêîëî ëþáîãî êîíóñà.
2. Öåíòð øàðà ëåæèò íà îñè êîíóñà è ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, 

îïèñàííîé îêîëî îñåâîãî ñå÷åíèÿ êîíóñà.

3. Ðàäèóñ øàðà R, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ r è âûñîòà êîíóñà r Í ñâÿçàíû ñîîò-
íîøåíèåì:

          R2 = (H − R)2 + r2.

Ï ð è ì å ð . Îáðàçóþùàÿ êîíóñà íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì β. Íàéäèòå îáúåì 
êîíóñà, åñëè ðàäèóñ îïèñàííîãî øàðà R.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îñåâîå ñå÷åíèå êîíóñà è øàðà. 
SO — âûñîòà êîíóñà, SA = SB — îáðàçóþùèå. 
∠SBA = ∠SAB = β. O

1
— öåíòð îïèñàííîãî øàðà, O

1
S = R.

Èç ΔABSΔΔ  ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû ñèíóñîâ:

AB

ASB
R

sin
,

∠
= 2 AB = 2Rsin (180° − 2β) = 2Rsin 2β.

OB AB R= =
1

2
2sin ;β SO = OB tgβ = R sin 2β × tgβ = 2Rsin2 β.
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Îáúåì êîíóñà: 

V r H R R R= = ⋅ = ⋅
1

3

1

3
2 2

2

3
22 2 2 3 2 2π π β β π β β( sin ) sin sin sin .

Îòâåò: 
2

3
23 2 2π β βR sin sin .⋅

Êîíóñ íàçûâàåòñÿ îïèñàííûì îêîëî øàðà, åñëè øàð êàñàåòñÿ âñåõ îáðà-
çóþùèõ êîíóñà è åãî îñíîâàíèé.

Øàð ïðè ýòîì âïèñàí â êîíóñ.
Ñâîéñòâà êîíóñà, îïèñàííîãî îêîëî øàðà
1. Øàð ìîæíî âïèñàòü â ëþáîé êîíóñ.
2. Öåíòð øàðà ëåæèò íà îñè êîíóñà è ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îêðóæíîñòè, 

âïèñàííîé â îñåâîå ñå÷åíèå êîíóñà.

��

�

R, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà — r, âûñîòà êîíóñà — Í, 
òîãäà:

R

H R

r

H r−
=

+2 2
è R r

S

r L
ABC= =
+

tg
α
2

Δ .

Ï ð è ì å ð . Îáðàçóþùàÿ êîíóñà íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì α. Íàéäèòå îáúåì 
êîíóñà, åñëè ðàäèóñ âïèñàííîãî â íåãî øàðà ðàâåí r.

BO

O1

S
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îñåâîå ñå÷åíèå êîíóñà è øàðà: SO — âûñîòà, 

SA = SB — îáðàçóþùèå, ∠SBA = ∠SAB = α. Ïî óñëîâèþ OO
1
 = r. Öåíòð îê-

ðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê, — â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ. 

Ïîýòîìó ∠ =O AO1 2

α
.

Èç ΔAOΔΔ
1
O (∠AOO∠∠

1
= 90°): R OA O O r= = =1 2 2

ctg ctg
α α

.

Èç ΔASOΔΔ (∠AOS∠∠ = 90°): H SO AO r= = =tg ctg tgα α α
2

.
Îáúåì êîíóñà:

V R H r r r= = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ ⋅ ⋅ =
1

3

1

3 2 2

1

3 2
2

2

3 3π π
α α

α π
α

αctg ctg tg ctg tg .

Îòâåò: 
1

3 2
3 3π

α
αr ctg tg .

Комбинация «шар–усеченный конус»
Çàìåòèì, ÷òî øàð êîìáèíèðóåòñÿ òàêæå è ñ óñå÷åííûì êîíóñîì.

Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé øàð, îïèñàííûé îêîëî óñå÷åííîãî êîíóñà; 
öåíòð ýòîãî øàðà ëåæèò íà îñè óñå÷åííîãî êîíóñà è ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì îê-
ðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñåâîãî ñå÷åíèÿ.

Â óñå÷åííûé êîíóñ ìîæíî âïèñàòü øàð òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî 
îáðàçóþùàÿ ðàâíà ñóììå ðàäèóñîâ îñíîâàíèé, â ýòîì ñëó÷àå âïèñàííûé 
øàð — åäèíñòâåííûé:

L = r
1
 + r

2
.

5.7. Комбинации тел
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Ï ð è ì å ð .  Âîêðóã øàðà îïèñàí óñå÷åííûé êîíóñ, îáðàçóþùàÿ êîòîðîãî ðàâíà à. Íàéòè áîêî-
âóþ ïîâåðõ íîñòü êîíóñà.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îñåâîå ñå÷åíèå óñå÷åííîãî êîíóñà. Ïî óñëîâèþ 
AB = CD = a. Ïóñòü O

1
C = r, à O

2
D = R.

Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòè, âûõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè:
O

1
C = CM è O

2
D = MD èëè O

1
C + O

2
D = CM + MD = CD, òàêèì îáðàçîì, 

R + r =r a.
Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîíóñà: S

áîê.
= π(R + r)a = πa2.

Îòâåò: πà2.

5.7.3. Комбинации многогранников и тел вращения

Комбинация «цилиндр–призма» 
Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â öèëèíäð, åñëè åå îñíîâàíèÿ âïèñàíû 

â îñíîâàíèÿ öèëèíäðà, à áîêîâûå ðåáðà — îáðàçóþùèå öèëèíäðà.
Ïðè ýòîì öèëèíäð îïèñàí îêîëî ïðèçìû.
Ñâîéñòâà ïðèçìû, âïèñàííîé â öèëèíäð
1. Öèëèíäð ìîæíî îïèñàòü îêîëî ïðÿìîé ïðèçìû, åñëè åå îñíîâà -

íèå — ìíîãîóãîëüíèê, îêîëî êîòîðîãî ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü; ðàäèóñ 
ýòîé îêðóæíîñòè ðàâåí ðàäèóñó ïðèçìû.

2. Îñü öèëèíäðà ëåæèò íà îäíîé ïðÿìîé ñ âûñîòîé Í ïðèçìû.
3. Áîêîâûå ðåáðà ïðèçìû ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè öèëèíäðà è òàêæå ðàâ-

íû Í.

Ï ð è ì å ð .  Îñíîâàíèå ïðÿìîé ïðèçìû — ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ ñ îñòðûì óãëîì α. Äèàãîíàëü 
òðàïåöèè — áèññåêòðèñà îñòðîãî óãëà. Äèàãîíàëü áîêîâîé ãðàíè, ñîäåðæàùàÿ áîêîâóþ ñòîðîíó 
òðàïåöèè, ðàâíà l è ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë γ. Íàéäèòå îáúåì öèëèíäðà, îïèñàí-
íîãî îêîëî äàííîé ïðèçìû.

Ðåøåíèå. Äàíà ïðÿìàÿ ïðèçìà ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
, ABCD — òðàïåöèÿ (BC || 

|| AD, AB = CD, ∠BAD = α). BB
1

⊥ (ABC(( ), ò. å. BB
1
 — âûñîòà ïðèçìû, AB — 

ïðîåêöèÿ äèàãîíàëè B
1
A

11
. Òîãäà ∠B

1
AB

11
 = γ — óãîë íàêëîíà äèàãîíàëè B

1
A

11

ê ïëîñêîñòè (ABC(( ). B
1
A

11
= l.

Îáúåì öèëèíäðà ìîæåì íàéòè ïî ôîðìóëå: V = πV R2H, ãäå R — ðàäèóñ îê-
ðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðàïåöèè ABCD èëè îêîëî ΔÀÂÑΔΔ , H = BB

1
.

Èç ΔB
1
BA (∠B

1
BA = 90°): AB = lcos γ, B

1
B = l sin γ.

Â òðàïåöèè ABCD AC — áèññåêòðèñà ∠BAD; ∠ = ∠ =BAC DAC
α
2

.

Ïîýòîìó ∠DAC = ∠BCA (âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå ïðè BC || AD è

ÀÑ — ñåêóùåé), òîãäà ∠ = ∠ =BCA BAC
α
2

.

ΔÀÂÑΔΔ — ðàâíîáåäðåííûé (ÀÂ((  = ÂÑ). Â ΔABCΔΔ :

AB = 2Rsin ∠BCA; AB R= 2
2

sin ;
α

R
AB l

= =
2

2
2

2
sin

cos

sin
;

α
γ
α

V
l

l
l

= ⋅

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⋅ =π
γ
α

γ
π γ γ

α
cos

sin
sin

cos sin

sin
.

2
2

4
2

2

3 2

2

Îòâåò:
π γ γ

α
l3 2

24
2

cos sin

sin
.

M
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Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé îêîëî öèëèíäðà, åñëè åå îñíîâàíèÿ îïèñà-
íû îêîëî îñíîâàíèé öèëèíäðà, à áîêîâûå ãðàíè êàñàþòñÿ öèëèíäðà (ëåæàò 
â êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ).

Öèëèíäð ïðè ýòîì âïèñàí â ïðèçìó.

Ï ð è ì å ð . Îñíîâàíèå ïðÿìîé ïðèçìû — ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê 
ñ óãëîì β (β < 90°) ïðè âåðøèíå. Äèàãîíàëü ãðàíè, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç 
áîêîâóþ ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà, ðàâíà à è íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ 
ïîä óãëîì α. Íàéäèòå áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà, âïèñàííîãî â äàííóþ 
ïðèçìó.

��

Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCA
1
B

1
C

1
 — ïðÿìàÿ ïðèçìà , ó êîòîðîé ∠BAC = β, AB =

= AC, AB
1
 = a, ∠B

1
AB

11
= α. Âûñîòà H öèëèíäðà, âïèñàííîãî â äàííóþ ïðè-

çìó, ðàâíà âûñîòå ïðèçìû BB
1
, à ðàäèóñ îñíîâàíèÿ — ðàäèóñó r îêðóæíîñ-r

òè, âïèñàííîé â ΔABCΔΔ . Èç ΔABBΔΔ
1
: BB

1
 = H = H AB

1
∙ sin ∠B

1
AB =

11
a sin α, AB = 

= AB
1
∙ cos ∠B

1
AB

11
= a cos α.

Äàëåå ïðîâåäåì AK ⊥ BC, òîãäà ∠ = ∠ =BAK KAC
β
2

.

Èç ΔABKΔΔ : BK AB BAK a= ⋅ ∠ =sin cos sin .α β
2

Ïóñòü Î — öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè â ΔÀÂÑΔΔ , òîãäà 

∠ = ∠ =
° −

= ° −ABO OBK
90

2
2

45
4

β
β

.

Èç ΔBOK: OK BK OBK a= ⋅ ∠ = ° −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

tg tgcos sin .α β β
2

45
4Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü S öèëèíäðà ðàâíà:

S rH a a= = ⋅ ⋅ ° −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=2 2
2

45
4

π π α β β αcos sin sintg = ° −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π α β β
a2 2

2
45

4
sin sin .tg

Îòâåò: π α β β
a2 2

2
45

4
sin sin .tg ° −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

Комбинация «конус–пирамида»
Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â êîíóñ, åñëè îñíîâàíèå ïèðàìèäû âïè-

ñàíî â îñíîâàíèå êîíóñà, à âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé êîíóñà. Áîêîâûå 
ðåáðà âïèñàííîé â êîíóñ ïèðàìèäû ÿâëÿþòñÿ îáðàçóþùèìè êîíóñà. Ïðè 
ýòîì êîíóñ íàçûâàåòñ îïèñàííûì îêîëî ïèðàìèäû.

Ï ð è ì å ð .  Â ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå áîêîâîå ðåáðî ðàâíî b è ñîñòàâëÿåò 
ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë α. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êî-
íóñà, îïèñàííîãî îêîëî ïèðàìèäû, è åãî îáúåì.
Ðåøåíèå. Ïóñòü Î — öåíòð îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû, SO ⊥
⊥ (ABC(( ), SA = b, ∠SAO = α.

�




�




�

	 Âûñîòà SO ïèðàìèäû ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé îïèñàííîãî êîíóñà, áîêîâûå ðåá -
ðà — îáðàçóþùèìè. Èç ΔASOΔΔ : SO = SA ∙ sin ∠SAO = b sin α, AO = SA ×
× cos ∠SAO = b cos α. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà S

ïîëí
= πRl + πR2, 

ãäå R = AO, l = SA = b.

S
ïîëí

= πb cos α ∙ b + πb2 cos2 α = πb2 cos α(1 + cos α) = 2πb2 cos α × cos .2

2

α

Îáúåì êîíóñà V R H b b
b= ⋅ = ⋅ =1

3

1

3 3
2 2 2

3
2π π α α π α αcos sin cos sin .

Îòâåò: 2
2

2 2π α α
b cos cos ;⋅ π α αb3

2

3
cos sin .

5.7. Комбинации тел
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Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé îêîëî êîíóñà, åñëè îñíîâàíèå ïèðàìèäû îïèñàíî âîêðóã îñíî-
âàíèÿ êîíóñà, à âåðøèíà ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé êîíóñà. Ïðè ýòîì êîíóñ íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì 
â ïèðàìèäó.

Ï ð è ì å ð . Â ïðàâèëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå ïëîñêèé óãîë ïðè âåðøèíå ðàâåí α. Íàé-
òè ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè âïèñàííîãî êîíóñà, åñëè ïëîùàäü îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû ðàâíà Q.

�







�

�
�

	
 Ïóñòü â îñíîâàíèè ïèðàìèäû SABC ëåæèò êâàäðàò ABCD, 

SO ⊥ (ABC(( ). SABCDS = Q, ∠CSD = α.
Âûñîòà SO ïèðàìèäû ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé âïèñàííîãî êîíóñà, àïîôå-

 ìû — îáðàçóþùèìè. Ïîëíàÿ ïî âåðõíîñòü êîíóñà S
ïîëí

  = πRl + πR2, ãäå R = OM, 
l = SM. Îáîçíà÷èì ñòîðîíó îñíîâàíèÿ ÷åðåç à, èìååì: a2 = Q, îòêóäà 

a Q= ; OM a Q= =1

2

1

2
.

CSD — ðàâíîáåäðåííûé, îòñþäà ∠ = ∠ =CSM DSM
α
2

,

CM DM a Q= = =1

2

1

2
.

Èç ΔSMC: SM MC MSC
a

S
Q Q Q

= ⋅ ∠ = ⋅ = +
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= +ctg ctg ctg ctgïîëí.2 2 2 2 2 2 2

2
α π α

π
π α

11
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
.

Îòâåò: 
π αQ
2 2

1ctg +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
.

Комбинация «шар– призма»
Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â øàð, åñëè âñå åå âåðøèíû ëåæàò íà ïî-

âåðõíîñòè øàðà.
Ïðè ýòîì øàð îïèñàí îêîëî ïðèçìû. Åñëè ïðèçìà âïèñàíà â øàð, òî îíà 

ïðÿìàÿ.

Ñâîéñòâà ïðèçìû, âïèñàííîé â øàð
1. Øàð ìîæíî îïèñàòü îêîëî ïðÿìîé ïðèçìû, åñëè îêîëî îñíîâàíèé ìîæ-

íî îïèñàòü îêðóæíîñòü. Öåíòð øàðà ëåæèò íà ñåðåäèíå âûñîòû ïðèçìû, 
êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé.

2. Îñíîâàíèÿ ïðèçìû âïèñàíû â ðàâíûå è ïàðàëëåëüíûå ñå÷åíèÿ  øàðà.
3. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðîùå íå ñòðîèòü ïîëíûé ÷åðòåæ, à ðàññìîòðåòü 

ñå÷åíèå ïîëóïëîñêîñòüþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð øàðà è áîêîâîå 
ðåáðî ïðèçìû.

Ðàäèóñ øàðà R, âûñîòà ïðèçìû Í è ðàäèóñ r îêðóæíîñòè, îïèñàííîé r
îêîëî îñíîâàíèÿ ïðèçìû, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

R
H

r2
2

2

4
= + .

Ï ð è ì å ð . Îêîëî ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðèçìû îïèñàíà ñôåðà. Ðàäèóñ ñôåðû, ïðîâå-
äåííûé ê âåðøèíå ïðèçìû, ñîñòàâëÿåò ñ áîêîâûì ðåáðîì óãîë γ. Áîêîâîå ðåáðî ïðèçìû ðàâíî à. 
Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè  ñôåðû.

Ðåøåíèå. Âñå âåðøèíû ïðèçìû ëåæàò íà ïîâåðõíîñòè øàðà, öåíòð øàðà 
òî÷êà Î — ñåðåäèíà âûñîòû O

1
O

2
.

∠A∠∠
1
AO

11
= γ, A

1
A

11
= a.

Èç ΔOO
2
A

22
 (∠OO

2
A

22
= 90°): 

OA
a a

=
° −

=
2 90 2sin( ) cos

;
γ γ
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O
1
O

2
 = A

1
A

11
= a; OO

a
2 2

= ; S R
a a

ñô = = ⋅ =4 4
4

2
2

2

2

2
π π

γ
π

γcos cos
.

Îòâåò: 
π

γ
a2

2cos
.

Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé îêîëî øàðà, åñëè âñå åå ãðàíè êàñàþòñÿ ïîâåðõíîñòè øàðà. Ïðè 
ýòîì øàð âïèñàí  â ïðèçìó.

Ñâîéñòâà ïðèçìû, îïèñàííîé îêîëî øàðà
1. Øàð ìîæíî âïèñàòü â ïðÿìóþ ïðèçìó, åñëè â åå îñíîâàíèÿ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòè, 

à âûñîòà ïðèçìû ðàâíà äèàìåòðàì ýòèõ îêðóæíîñòåé. Öåíòð øàðà — íà ñåðåäèíå âûñîòû ïðèçìû, 
ñîåäèíÿþùåé öåíòðû ýòèõ îêðóæíîñòåé.

2. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðîùå ðàññìîòðåòü ñå÷åíèå ïîëóïëîñêîñòüþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç 
öåíòð øàðà ïåðïåíäèêóëÿðíî áîêîâîé ãðàíè ïðèçìû.

Ðàäèóñ øàðà R ðàâåí ðàäèóñó r îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â îñíîâàíèå ïðèçìû, è ðàâåí ïîëîâèíå r
âûñîòû ïðèçìû Í: 

R r
H

= =
2

.

3. ×òîáû â ïðèçìó ìîæíî áûëî âïèñàòü øàð, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â åå ïåðïåíäè-
êóëÿðíîå ñå÷åíèå ìîæíî áûëî âïèñàòü îêðóæíîñòü è ÷òîáû âûñîòà ïðèçìû ðàâíÿëàñü äèàìåòðó 
ýòîé îêðóæíîñòè.

Комбинация «шар–пирамида»
  Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â øàð, åñëè âñå åå âåðøèíû ëåæàò íà ïî-

âåðõíîñòè øàðà.
Ïðè ýòîì øàð îïèñàí îêîëî ïèðàìèäû.
Ñâîéñòâà ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû, âïèñàííîé â øàð
1. Øàð ìîæíî îïèñàòü îêîëî ëþáîé ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû.
2. Öåíòð øàðà ëåæèò íà ïðÿìîé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âûñîòó ïèðàìèäû.
3. Ðåøàÿ çàäà÷è, îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ñå÷åíèÿ:

à) â òðåóãîëüíîé ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè ñå÷åíèå ÷åðåç ìåäèàíó îñíîâà-
íèÿ è âåðøèíó ïèðàìèäû;

5.7. Комбинации тел
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á) â ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå ðàññìàòðèâàþò ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç îäíó èç 
äèàãîíàëåé îñíîâàíèÿ è âåðøèíó ïèðàìèäû.

4. Ðàäèóñ øàðà R, âûñîòà ïèðàìèäû Í è ðàäèóñ r îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñíîâàíèÿ ïè-r
ðàìèäû, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì: R2 = (H − R)2 + r2.

Ï ð è ì å ð . Â ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå áîêîâîå ðåáðî ðàâíî b è íàêëîíåíî ê îñíîâà-
íèþ ïîä óãëîì α. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè ñôåðû, îïèñàííîé îêîëî äàííîé ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ìåäèàíó AD (ΔÀÂÑΔΔ — îñíîâàíèå ïðàâèëüíîé 
òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû) è âåðøèíó ïèðàìèäû S.

Òàê êàê öåíòð øàðà îäèíàêîâî óäàëåí îò âåðøèí ïèðàìèäû À è S, îí íàõîäèòñÿ íà ñåðåäèííîì 
ïåðïåíäèêóëÿðå KO

1
 ê îòðåçêó AS.

Â ΔSOA (∠SOA = 90°): ∠SAO = α. Î÷åâèä-
íî, ÷òî â ΔKSO

1
 (∠SKO

1
= 90°) ∠ SO

1
K = α.

Òîãäà SO
KS b

1 2
= =

sin sin
;

α α

S R
b b

= = ⋅ =4 4
4

2
2

2

2

2
π π

α
π

αsin sin
.

Îòâåò:
π

α
b2

2sin
.

 Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé îêîëî øàðà, åñëè âñå åå ãðàíè êàñàþò-
ñÿ ïîâåðõíîñòè øàðà.

Ïðè ýòîì øàð íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì â ïèðàìèäó.
Ñâîéñòâà ïèðàìèäû, îïèñàííîé îêîëî øàðà
1. Øàð ìîæíî âïèñàòü â ëþáóþ ïðàâèëüíóþ ïèðàìèäó.
2. Öåíòð øàðà ëåæèò íà âûñîòå ïèðàìèäû.
3. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò ñå÷åíèå:

à) â òðåóãîëüíîé ïèðàìèäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ìåäè-
àíó ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ è âåð øèíó ïèðàìèäû;



á) â ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå ðàññìàòðèâàþò ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç âåðøèíó ïèðàìèäû 
è àïîôåìû ïðîòèâîëåæàùèõ áî êîâûõ ãðàíåé.

4. Ðàäèóñ øàðà R, âûñîòà Í ïèðàìèäû è ðàäèóñ r îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â îñíîâàíèå ïèðàìè-r

äû, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:
R

H R

r

H r−
=

+2 2
.

5. Öåíòð âïèñàííîãî øàðà ëåæèò íà ïåðåñå÷åíèè âûñîòû ïèðàìèäû ñ áèññåêòðèñîé óãëà ìåæäó 
àïîôåìîé è ïðîåêöèåé àïîôåìû íà ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ.

Ï ð è ì å ð .  Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå äâóãðàííûé óãîë ïðè îñíîâàíèè ðàâåí α. 
Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû, åñëè ðàäèóñ âïèñàííîãî øàðà ðàâåí r.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñå ÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç âåðøèíó ïèðàìèäû S è àïîôåìû SK è SP. 
Î÷åâèäíî, ÷òî óãîë ìåæäó àïîôåìîé è åå ïðîåêöèåé, ò. å. ∠SKO = α — ëèíåéíûé óãîë äâó ãðàí íîãî 
óãëà ïðè îñíîâàíèè.

O
1
P — áèññåêòðèñà ∠SPO è ∠ = ∠ =O PO SPO1 1 2

α
; O

1
O = r.

Èç ΔO
1
OP (∠O

1
OP = 90°): OP O O r= =1 2 2

ctg ctg
α α

;

AB OP r= ⋅ =2 2
2

ctg
α

. S AB rABCD = =2 2 24
2

ctg
α

.

Ïî òåîðåìå î ïëîùàäè îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè äëÿ ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû

S
S r

ABCD
бок. cos cos

.= =
α

α

α

4
2

2 2ctg

Îòâåò:
4

2
2 2r ctg

α

αcos
.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 5.7.
«Комбинации тел»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî â êóá, åñëè ðåáðî êóáà ðàâíî 8.

Â2. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà, åñëè â öèëèíäð âïèñàí 
øàð ðàäèóñà 3.

Â3. Íàéäèòå áîêîâîå ðåáðî ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, âïèñàííîé â êî-
íóñ, âûñîòà è ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 3 ñì è 4 ñì.

Â4. Íàéäèòå îòíîøåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ) îáúåìà øàðà ê îáúåìó êóáà, îïè-
ñàííîãî îêîëî øàðà.

Â5. Íàéäèòå îòíîøåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ) ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè êóáà ê ïëî-
ùàäè îïèñàííîãî âîêðóã íåãî øàðà.

Â6. Íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìà öèëèíäðà ê îáúåìó øàðà, âïèñàííîãî â öè-
ëèíäð.

Â7. Â ðàâíîñòîðîííèé êîíóñ âïèñàí øàð. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè ïîëíîé 
ïîâåðõíîñòè êîíóñà ê ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè øàðà.

Â8. Â øàð âïèñàí ðàâíîñòîðîííèé êîíóñ. Íàéäèòå îòíîøåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî 
äåñÿòûõ) îáúåìà øàðà ê îáúåìó êîíóñà.

Â9. Â öèëèíäð âïèñàí êóá. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè ïîëíîé ïîâåðõíîñòè 
öèëèíäðà ê ïëîùàäè ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êóáà. Îòâåò çàïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ 
äî äåñÿòûõ.

Â10. Ðåáðà ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíû 4 ñì, 4 ñì è 2 ñì. Íàéäèòå 
ðàäèóñ øàðà, îïèñàííîãî âîêðóã ýòîãî ïàðàëëåëåïèïåäà.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9

Â10
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Â11. Ðåáðî êóáà ðàâíî 2 3  ñì. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, îïèñàííîãî îêîëî ýòîãî êóáà.

Â12. Ðåáðî ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà ðàâíî 6  ñì. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, âïèñàííîãî 

â äàííûé òåòðàýäð.

Â13. Öèëèíäð âïèñàí â êóá. Èçâåñòíî, ÷òî îáúåì êóáà ðàâåí 40. Íàéäèòå îáúåì (V) VV

öèëèíäðà. Â îòâåò çàïèøèòå 
V
π

.

Â14. Èç öèëèíäðà âûòî÷åí êîíóñ òàêèì îáðàçîì, ÷òî åãî îñíîâàíèå ñîâïàäàåò ñ 
îäíèì èç îñíîâàíèé öèëèíäðà, à âåðøèíà — ñ öåíòðîì äðóãîãî îñíîâàíèÿ 
öèëèíäðà. Íàéäèòå îòíîøåíèå îáúåìà ñòî÷åííîé ÷àñòè öèëèíäðà ê îáúåìó 
êîíóñà.

Â15. Â öèëèíäð âïèñàí øàð. Íàéäèòå îáúåì øàðà, åñëè îáúåì öèëèíäðà ðàâåí 60.

Â16. Â ïóñòóþ öèëèíäðè÷åñêóþ åìêîñòü ñ äèàìåòðîì îñíîâàíèÿ 24 íàëèëè âîäó. 
Â âîäå ïîëíîñòüþ óòîïèëè øàð. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî 
âîäà â åìêîñòè ïîäíÿëàñü íà 6,7 è íå âûëèëàñü.

Â17. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû ðàâíà 2 2,  âû-
ñîòà ïèðàìèäû — 2. Íàéäèòå ðàäèóñ øàðà, îïèñàííîãî âîêðóã ïèðàìèäû.

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17
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Тренировочные тестовые задания к разделу 5

«Геометрические фигуры, их свойства. 

Измерение геометрических величин»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â12 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ.

Â1. Èç âåðøèíû A êâàäðàòà ABCD ïðîâåäåí ïåðïåíäèêóëÿð AS ê ïëîñêîñòè ABC. 

AS = 3  ñì, SB = 2 ñì. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà SBC.

Â2. Ïðÿìûå AB, AC è AD ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëü-

íèêà BCD, åñëè AB = 18  ñì, AC = 18  ñì, AD = 7  ñì.

Â3. Íàéäèòå ïëîùàäü ðîìáà, ñòîðîíà êîòîðîãî ðàâíà 4 ñì, à ðàçíîñòü äèàãîíàëåé 
ðàâíà 4 ñì.

Â4. Øàð ðàäèóñà 41 ñì ïåðåñå÷åí ïëîñêîñòüþ. Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ðàâíà 1600π ñì2. 
Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà øàðà ïðîâåäåíà ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü?

Â5. Ïîëóêðóã ñâåðíóëè â êîíè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü. Íàéäèòå óãîë (â ãðàäóñàõ) 
ìåæäó îáðàçóþùèé è âûñîòîé êîíóñà.

Â6. Íàéäèòå ñóììó êîîðäèíàò êàæäîé èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé x2 + y2 =
= 1 è (x – 1)2 + (y – 1)2 = 1.

Â7. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü êîíóñà ðàâíà 10 ñì2 è ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â ñåêòîð ñ óãëîì 
36°. Íàéäèòå ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü êîíóñà.

Â8. Îñíîâàíèå ïèðàìèäû — ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè 9 ñì è 12 ñì, à êàæäîå 
èç áîêîâûõ ðåáåð ðàâíî 12,5 ñì. Íàéäèòå îáúåì (â ñì3) ïèðàìèäû.

Â9. Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, è áîëüøàÿ 
èç íèõ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëèòñÿ íà îòðåçêè 9 ñì è 16 ñì. Íàéäèòå âûñîòó 
(â ñì) òðàïåöèè.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9
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Â10. Íàéäèòå îáúåì ïðàâèëüíîé øåñòèóãîëüíîé ïðèçìû, â êîòîðîé ïëîùàäü íà-
èáîëüøåãî äèàãîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ ðàâíà 4 ñì2, à ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ 
ïðîòèâîïîëîæíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè ðàâíî 2 ñì.

Â11. Íàéäèòå áîëüøèé êàòåò ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, åñëè áèññåêòðèñà ïðÿ-
ìîãî óãëà äåëèò ãèïîòåíóçó íà ÷àñòè, ðàâíûå 30 ñì è 40 ñì.

Â12. Îáúåì ñòåíîê ïóñòîòåëîãî øàðà ðàâåí 876π ñì3, à òîëùèíà ñòåíîê 3 ñì. Íàé-
äèòå (â ñì) âíåøíèé ðàäèóñ øàðà.

Часть 2

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé Ñ1–Ñ6 òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ïîëíîå îáîñíî-
âàííîå ðåøåíèå è îòâåò.

Ñ1. Äèàãîíàëü ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíà 3,5 ñì, à äèàãîíàëü 
áîêîâîé ãðàíè — 2,5 ñì. Íàéäèòå îáúåì (â ñì3) ïðèçìû.

Ñ2. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 7 ñì. Èç òî÷êè, óäàëåííîé îò öåíòðà íà 9 ñì, ïðî-
âåäåíà ñåêóùàÿ òàê, ÷òî îíà äåëèòñÿ îêðóæíîñòüþ ïîïîëàì. Íàéäèòå äëèíó 
ñåêóùåé (â ñì).

Ñ3. Äàí êóá ABCDA
1
B

1
C

1
D

1
. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ýòîãî êóáà, êîòîðîå ïðîõî-

äèò ÷åðåç âåðøèíó A è ñåðåäèíû ðåáåð B
1
C

1
è C

1
D

1
, åñëè ðåáðî êóáà ðàâíî a.

Ñ4. ×åðåç ñåðåäèíó âûñîòû ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ïàðàëëåëüíî åå 
áîêîâîé ãðàíè ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîëó÷åííîãî ñå÷åíèÿ, 
åñëè ïëîùàäü áîêîâîé ãðàíè ïèðàìèäû ðàâíà S.

Ñ5. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäå ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ, êî-
òîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äèàãîíàëü îñíîâàíèÿ ïàðàëëåëüíî áîêîâîìó ðåáðó. Ñòî-
ðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà a, áîêîâîå ðåáðî ðàâíî b. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ.

Ñ6. Ñôåðà êàñàåòñÿ âñåõ ðåáåð ïðàâèëüíîé ÷åòûðåõóãîëüíîé ïèðàìèäû ñî ñòî-
ðîíîé îñíîâàíèÿ, ðàâíîé 2. Íàéäèòå äèíó áîêîâîãî ðåáðà ïèðàìèäû, åñëè 
ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí 3.

Â10

Â11

Â12
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6.1. Простейшие комбинаторные задачи

6.1.1. Множества и операции над ними
Множество и подмножество
Ïîä ìíîæåñòâîì â ìàòåìàòèêå ïîíèìàþò ñîáðàíèå, ñîâîêóïíîñòü ëþáûõ ïðåäìåòîâ, îáúåêòîâ, 

îáúåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûì îáùèì äëÿ íèõ âñåõ ïðèçíàêîì. Ìíîæåñòâî êàê ìàòåìà-
òè÷åñêîå ïîíÿòèå íå èìååò îïðåäåëåíèÿ. Ýòî ïåðâè÷íîå ïîíÿòèå. Ñìûñë åãî ìîæíî îáúÿñíèòü íà 
ðàçíûõ ïðèìåðàõ. Òàê, ìîæíî ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå ó÷àùèõñÿ âàøåãî êëàññà, î ìíîæåñòâå êíèã 
â áèáëèîòåêå, î ìíîæåñòâå âñåõ ëþäåé íà Çåìëå è äð.

Êîãäà â ìàòåìàòèêå ãîâîðÿò î ìíîæåñòâå, òî îáúåäèíÿþò íåêîòîðûå ïðåäìåòû èëè ïîíÿòèÿ 
â îäíî öåëîå — ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýòèõ ïðåäìåòîâ. Îñíîâàòåëü òåîðèè ìíîæåñòâ Ãåîðã Êàí-
òîð (1845–1918) îïðåäåëèë ýòî òàêèìè ñëîâàìè: «Ìíîæåñòâî åñòü ìíîãîå, ìûñëèìîå êàê åäèíîå».

Ïðåäìåòû (îáúåêòû), èç êîòîðûõ ñîñòîèò ìíîæåñòâî, íàçûâàþò åãî ýëåìåíòàìè. Äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ ìíîæåñòâ èñïîëüçóþò ïðîïèñíûå áóêâû A, B, C, …, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ — ìàëûå 
a, b, c, … .

Òîò ôàêò, ÷òî ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, çàïèñûâàþò òàê: a ∈ A (÷èòàåòñÿ: 
«a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, èëè a ïðèíàäëåæèò A, èëè a ñîäåðæèòñÿ â A, èëè A ñîäåð-
æèò a»). Åñëè ýëåìåíò x íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: x ∉ A
(÷èòàåòñÿ: «x íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, èëè x íå ïðèíàäëåæèò A, èëè x íå ñîäåðæèòñÿ 
â A, èëè A íå ñîäåðæèò x»).

Íàïðèìåð, åñëè A — ìíîæåñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà 30, òî 5 ∈ A, 10 ∈ A, 7 ∉ A, 12 ∉ A è ò. ä.
Ìíîæåñòâî èíîãäà ìîæíî çàäàòü ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ñòðàí 

íà çåìíîì øàðå çàäàåòñÿ èõ ñïèñêîì â ãåîãðàôè÷åñêîì àòëàñå, ìíîæåñòâî ó÷àùèõñÿ âàøåãî êëàñ -
ñà — èõ ñïèñêîì â êëàññíîì æóðíàëå. Åñëè ìíîæåñòâî çàäàíî ñïèñêîì, òî èñïîëüçóþò ôèãóðíûå 
ñêîáêè, â êîòîðûå ïîìåùàþò íàçâàíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, ðàçäåëåííûå çàïÿòûìè. Íàïðè-
ìåð, åñëè A — ìíîæåñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà 30, òî A = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}. Åñëè B — ìíîæåñ-
òâî áóêâ ñëîâà «êëàññ», òî B = {ê, ë, à, ñ}.

Íå âñå ìíîæåñòâà ìîæíî çàäàòü ñïèñêîì. Åñëè ìíîæåñòâî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëå-
ìåíòîâ, òî òàêîå ìíîæåñòâî íåëüçÿ çàäàòü ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî ñ÷èòàåòñÿ çà-
äàííûì, åñëè óêàçàíî ñâîéñòâî, êîòîðîå èìåþò âñå åãî ýëåìåíòû, è íå èìåþò ýòî ñâîéñòâî äðóãèå 
îáúåêòû. Òàêîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ äàííîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî, îáîçíà÷àþò òàê: ïèøóò 
ôèãóðíûå ñêîáêè, â íèõ — îáîçíà÷åíèå ýëåìåíòà ìíîæåñòâà, ïîñëå íåãî — äâîåòî÷èå, à ïîòîì — õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî.
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Íàïðèìåð, çàïèñü A = {x: –3 ≤ x ≤ 4} îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë x, êîòî-
ðûå óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó –3 ≤ x ≤ 4.

Ìíîæåñòâî, èìåþùåå îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ (ñóùåñòâóåò ÷èñëî, êîòîðîå âûðà-
æàåò êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà), íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì. Åñëè ìíîæåñòâî èìååò 
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, åãî íàçûâàþò áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.

Ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå èìååò íè îäíîãî ýëåìåíòà, íàçûâàþò ïóñòûì. Íàïðèìåð, ìíîæåñò-
âî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ; ìíîæåñòâî êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ 
áîëüøå äâóõ ðàçíûõ êîðíåé.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî îáîçíà÷àþò òàê: ∅.
Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ñîäåðæèòñÿ â ìíîæåñòâå B, òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ 

ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà B. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: A ⊂ B (÷èòàåòñÿ: «A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì 
B, èëè A ñîäåðæèòñÿ â B, èëè B ñîäåðæèò A).

Íàïðèìåð: ìíîæåñòâî ó÷àùèõñÿ âàøåãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ó÷àùèõñÿ øêîëû; 
ìíîæåñòâî æèòåëåé Ìîñêâû ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì æèòåëåé Ðîññèè; ìíîæåñòâî çâåçä íàøåé 
Ãàëàêòèêè ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ çâåçä Âñåëåííîé.

Êàæäîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî A èìååò õîòÿ áû äâà ïîäìíîæåñòâà: ïóñ-
òîå ìíîæåñòâî ∅ è ñàìî ìíîæåñòâî A.

Åñëè A ⊂ B, òî íàãëÿäíî ýòî èçîáðàæàþò ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû
Ýéëåðà. Äâà ìíîæåñòâà A è B íàçûâàþò ðàâíûìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç
îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: A = B.

Пересечение множеств
Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå âñå îáùèå ýëåìåíòû ìíî-

æåñòâ A è B, è òîëüêî èõ.
Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àþò òàê: A nn

m =
æåñòâ A è B ìîæíî èçîáðàçèòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû Ýéëåðà.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû:
à) åñëè A = {a, b, c, d}, B = {a, c, m, n, p}, òî A B a c∩ = { , }.
á) åñëè A — ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, B — ìíîæåñòâî âñåõ

ðîìáîâ, C — ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòîâ, òî C A B= ∩ .

Объединение множеств
Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæà-

ùèõñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç äâóõ ìíîæåñòâ A, B, è òîëüêî èõ.
Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àåòñÿ òàê: A B∪ .  Ñ ïîìîùüþ äèà-

ãðàììû Ýéëåðà ìîæíî èçîáðàçèòü îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû:
à) åñëè A = {a, b, c, d}, òî B = {a, c, m, n, p}, òî

A B a b c d m n p∪ = { , , , , , , };
á) åñëè A — ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, B — ìíîæåñòâî âñåõ

êâàäðàòîâ, òî A B A∪ = .

Разность множеств
Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ýëåìåí-

òîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå íå ñîäåðæàòñÿ â ìíîæåñòâå B.
Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B îáîçíà÷àåòñÿ òàê: A\B. Ñ ïîìîùüþ äèàãðàì-

ìû Ýéëåðà ìîæíî èçîáðàçèòü ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B.
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû:
à) åñëè A = {a, b, c, d}, B = {a, c, m, n, p}, òî A\B = {b, d}, B\A\\ = {m, n, p};

Â À

ÂÀ

À ∩ Â

À ∪ Â

À Â

À \ Â

À Â
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á) åñëè A — ìíîæåñòâî ó÷àùèõñÿ âàøåãî êëàññà, B — ìíîæåñòâî äåâî÷åê âàøåãî êëàññà, 
C — ìíîæåñòâî ìàëü÷èêîâ âàøåãî êëàññà, òî A\B = C, A\C = B. Â ñëó÷àå, åñëè B — ÷àñòü ìíîæåñ-
òâà A (B ⊂ A), òî A\B íàçûâàþò äîïîëíåíèåì ê B â ìíîæåñòâå A è îáîçíà÷àþò CAC B.

Числовые множества
Ìíîæåñòâà ìîãóò ñîñòîÿòü èç ëþáûõ îáúåêòîâ ðàçíîé ïðèðîäû. Äëÿ ìàòåìàòèêè îñîáåííî 

âàæíóþ ðîëü èãðàþò ìíîæåñòâà, ñîñòàâëåííûå èç ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ — ÷èñåë, ãåîìåòðè-
÷åñêèõ ôèãóð è äð. Î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, òî åñòü ìíîæåñòâà, ýëåìåíòàìè 
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà. Âñïîìíèì íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ÷èñåë, ñ êîòîðûìè âû îçíàêîìèëèñü 
â êóðñå ìàòåìàòèêè.

1. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü ÷èñåë, êîòîðûå âîçíèêàþò â ïðîöåññå ñ÷åòà ïðåäìå-
òîâ. Ýòî ìíîæåñòâî ÷èñåë îáîçíà÷àþò áóêâîé N:

N = {1, 2, 3, 4, 5, 6, …}.

Â ýòîì ìíîæåñòâå âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ (âû÷èòàíèå è äå-
ëåíèå íå âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü ðåçóëüòàò âû÷èòàíèÿ 
è äåëåíèÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì).

2. Îáúåäèíåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷èñåë, ïðîòèâîïîëîæíûõ íàòóðàëüíûì, è ÷èñëî 0 îáðàçó-
þò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, êîòîðîå îáîçíà÷àþò áóêâîé Z:

Z = {±0, ±1, ±2, ±3, ...}.

Â ýòîì ìíîæåñòâå âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæåíèÿ. Îä-
íàêî ÷àñòíîå äâóõ öåëûõ ÷èñåë íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì öåëûì.

3. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (åãî îáîçíà÷àþò áóêâîé Q) — ýòî ìíîæåñòâî ÷èñåë, êîòîðûå 

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåñîêðàùàåìîé äðîáè
m
n

, ãäå m ∈ Z, n ∈ N:

Q x x
m
n

m Z n N= = ∈ ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

: , , .

ëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðîáè. 

Íàïðèìåð,
1

3
0 333 0 03= =, ... , ( ). Â ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ äåéñòâèÿ 

ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ (êðîìå äåëåíèÿ íà 0). Îäíàêî êâàäðàòíûé êîðåíü èç 

ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Íàïðèìåð: 2, 3 è ò. ä.

4. ×èñëà, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äðîáè 
m
n

,  ãäå m ∈ Z, n ∈ N (èëè ÷èñëà, ïðåä-

ñòàâëåííûå â âèäå áåñêîíå÷íîé íåïåðèîäè÷åñêîé äðîáè, íàïðèìåð, π = 3,1415926…), îáðàçóþò 
ìíîæåñòâî èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.

N

Z
QQ
R

Îáúåäèíåíèå ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáðàçóåò ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-
ñåë, êîòîðîå îáîçíà÷àþò áóêâîé R.

Âî ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, 
óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ (êðîìå äåëåíèÿ íà 0), èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç íåîòðèöàòåëüíîãî 
÷èñëà.

Íà ðèñóíêå â âèäå äèàãðàììû Ýéëåðà äàíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëîâûìè ìíîæåñòâàìè: N
⊂ Z ⊂ Q ⊂ R.
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6.1.2. Элементы комбинаторики

Перестановки
Ëþáîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé èç n

ýëåìåíòîâ è îáîçíà÷àåòñÿ P
n
.

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé òîëüêî ïîðÿäêîì ýëå-

ìåíòîâ.

Äâà ýëåìåíòà a è b ìîæíî óïîðÿäî÷èòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ab è ba. Ýòî äâå ïåðåñòàíîâêè èç 

ýëåìåíòîâ a è b. Èòàê, P
2

= 2.

×òîáû îáðàçîâàòü ïåðåñòàíîâêè èç òðåõ ýëåìåíòîâ a, b, c, ìîæíî òðåòèé ýëåìåíò c ïîìåñòèòü 

âïåðåäè ïàðû ab, ïîñåðåäèíå ïàðû ab è â êîíöå ïàðû ab:

cab, acb, abc.

Òî÷íî òàê èç ïàðû ba ìîæíî ïîëó÷èòü:

cba, bca, bac.

Èòàê, äëÿ òðåõ ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò 2 ⋅ 3 = 6 ñïîñîáîâ ðàñïîëîæåíèÿ ïî ïîðÿäêó, ÷èñëî ïåðå-

ñòàíîâîê èç òðåõ ýëåìåíòîâ ðàâíî 6: P
3

= 2 ⋅ 3 = 6.

Ïóñòü èìååì k ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå Pk ïåðåñòàíîâêè. Âîçüìåì 

îäíó èç íèõ: a
1
a

2
a

3
…ak. Äîáàâèì åùå îäèí (k + 1)-é ýëåìåíò. Åãî ìîæíî ïîìåñòèòü:

1) ïåðåä ïåðâûì ýëåìåíòîì a
1
;

2) ïåðåä âòîðûì ýëåìåíòîì a
2
;

3) ïåðåä òðåòüèì ýëåìåíòîì a
3
;

.............................................

k) ïåðåä k-ì ýëåìåíòîì ak;

(k + 1) â êîíöå âñåõ ýëåìåíòîâ,

òî åñòü âñåãî k + 1 ñïîñîáîâ.

Èòàê, êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê èç k + 1 ýëåìåíòîâ â (k + 1) ðàç áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ïåðåñòàíî-

âîê èç k ýëåìåíòîâ, òî åñòü

Pk+1
= Pk ⋅ (k + 1).

P
1

= 1;

P
2

= P
1

⋅ 2 = 1 ⋅ 2 = 2;

P
3

= P
2

⋅ 3 = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 = 6;

P
4

= P
3

⋅ 4 = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 = 24;

P
5

= P
4

⋅ 5 =1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 5 = 120;

..............................................

Pk = Pk–1
= 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ … ⋅ k;

Pk+1
= Pk ⋅ (k + 1) = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ … ⋅ k ⋅ (k + 1).

Ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî äàííîãî íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëîì ÷èñëà n è îáîçíà÷àåòñÿ n! Â òàáëè-

öå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôàêòîðèàëà äëÿ çíà÷åíèé n îò 1 äî 10.

×èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ âñåõ íà-

òóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n, òî åñòü n! (÷èòàþò: «ýí ôàêòîðèàë»):

Pn = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ … ⋅ n = n!

Ï ð è ì å ð . Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà ïëîùàäêå 6 âîëåéáîëèñòîâ?

Ðåøåíèå. P
6

= 6! = 1 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 4 ⋅ 5 ⋅ 6 = 720.

n n!

1 1

2 2

3 6

4 24

5 120

6 720

7 5040

8 40 320

9 362 880

10 3 628 800
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Размещения
Ëþáîå óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èç m ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n ýëå-

ìåíòîâ, ãäå m ≤ n, íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m.
×èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì An

m.  Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî {a, b, c} è âûïèøåì ðàçìåùåíèÿ èç ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà ïî äâà:

ab, ba, ac, ca, bc, cb.

Èòàê, A3
2 6= .

Íàéäåì çíà÷åíèå An
m.

Ïóñòü èìååì ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ. Ïåðâûé ýëåìåíò m-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñ-
òâà ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè: âòîðîé ýëåìåíò — (n – 1) ñïîñîáàìè; òðåòèé ýëåìåíò — (n – 2) 
ñïîñîáàìè; …; m-é ýëåìåíò — (n – m +1) ñïîñîáàìè:

Èòàê,

A n n n n mn
m = ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − +( ) ( ) ... ( ),1 2 1

n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ m ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàèáîëüøåå èç êîòîðûõ n.

Åñëè n = m, òî èìååì A Pn
m

n= , òî åñòü ïåðåñòàíîâêà — îòäåëüíûé ñëó÷àé ðàçìåùåíèÿ.

Сочетания
Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî {a, b, c}. Èç ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî îáðàçîâàòü 6 äâóõýëåìåí-

òíûõ ðàçìåùåíèé:

ab, ac, bc, ba, ca, cb.

Ýòî óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíîæåñòâà äàííîãî ìíîæåñòâà. À ñêîëüêî íåóïîðÿäî÷åííûõ äâóõýëå-
ìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç òåõ æå ýëåìåíòîâ? Òîëüêî òðè: {ab}, {ac}, {bc}.

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî èç m ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ 
ñî÷åòàíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ.

×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì Cn
m. Íàïðèìåð: C3

2 3= .
Èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {a, b, c, d} ìîæíî îáðàçîâàòü 6 ñî÷åòàíèé ïî 2 ýëåìåíòà:

{a, b}; {a, c}; {a, d}; {b, c}; {c, d}; {b, d};

3 ñî÷åòàíèÿ ïî 3 ýëåìåíòà:

{a, b, c}; {a, b, d}; {b, c, d}.

Òàêèì îáðàçîì, C4
2 6= , C4

3 3= .
Äîãîâîðèëèñü ñ÷èòàòü, ÷òî Cn

0 1= , C nn
1 = , Cn

n = 1.
Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé Cn

m,  äëÿ ýòîãî ñðàâíèì ÷èñëà Cn
m  è An

m  ïðè îä-
íèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ m è n.

Êàæäîå m-ýëåìåíòíîå ñî÷åòàíèå ìîæíî óïîðÿäî÷èòü Pm ñïîñîáàìè. Â ðåçóëüòàòå èç îäíîãî 
ñî÷åòàíèÿ îáðàçóåòñÿ An

m  ðàçìåùåíèé (óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ) èç òåõ æå ýëåìåíòîâ. Èòàê, 
÷èñëî m-ýëåìåíòíûõ ñî÷åòàíèé â Pm ðàç ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç òåõ æå ýëåìåíòîâ. Òî 
åñòü A P Cn

m
m n

m= ⋅ , îòñþäà

C
A

P
n n n n m

mn
m n

m

m

= =
− − − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
( )( )...( )

...
.

1 1 1

1 2 3

×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ ðàâíî äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ 
ïðîèçâåäåíèåì m ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàèáîëüøåå èç êîòîðûõ n, à çíàìåíàòåëü 
äðîáè — ïðîèçâåäåíèå m ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A
n

n mn
m =

−
!

( ) !
,  ìîæíî ïîëó÷èòü:

C
A

P
n

m n mn
m n

m

m

= =
−
!

!( ) !
.

Èòàê,

C
n

m n mn
m =

−
!

!( ) !
.

Ï ð è ì å ð  1. Âû÷èñëèòå: à) C10
3 ; á) C50

49.

à) C10
3 10 9 3

1 2 3
120=

⋅ ⋅
⋅ ⋅

= ; á) C50
49 50

49 50 49

50

49

49 50

49
50=

−
= = =

!

!( ) !

!

!

!

!
.

Ï ð è ì å ð  2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç 25 ó÷àùèõñÿ ìîæíî âûáðàòü 3 äåæóðíûõ?
Ðåøåíèå. Âûáîð 3 äåæóðíûõ èç 25 ó÷àùèõñÿ — ýòî ñî÷åòàíèå 3 ó÷àùèõñÿ èç 25 ó÷àùèõñÿ.

Èòàê, n C= =
⋅ ⋅
⋅ ⋅

=25
3 25 24 23

1 2 3
2300.

Îòâåò: 2300 ñïîñîáàìè.

Свойства числа сочетаний
1. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ. Âûáåðåì îäíî ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåí-

òîâ, ýòîìó ñî÷åòàíèþ ñîîòâåòñòâóåò îäíî ñî÷åòàíèå íåâûáðàííûõ (n – m) ýëåìåíòîâ. Êîëè÷åñòâî 
ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ ðàâíî Cn

m,  à êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî 
(n – m) ýëåìåíòîâ ðàâíî Cn

n m− . Ïîñêîëüêó êàæäîìó ñî÷åòàíèþ âûáðàííûõ m ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñ-
òâóåò îäíî ñî÷åòàíèå íåâûáðàííûõ (n – m) ýëåìåíòîâ, òî C Cn

m
n
n m= − .  Èòàê, äëÿ ëþáûõ n è m

(0 ≤ m ≤ n) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

C Cn
m

n
n m= − .

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû ÷èñëà ñî÷åòàíèé, åñëè çàïè-
ñàòü åå ñ ïîìîùüþ ôàêòîðèàëîâ:

C
n

n m m
Cn

m
n
n m=

−
= −!

( ) ! !
.

Ýòî ñâîéñòâî äàåò âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé.

Ï ð è ì å ð .  Âû÷èñëèòå C180
178.

Ðåøåíèå. C C180
178

180
2 180 179

1 2
16 110= =

⋅
⋅

= .

2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ. Âûäåëèì m-ýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà 
è ðàçäåëèì èõ íà äâå ãðóïïû: ïîäìíîæåñòâà, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäèò íåêîòîðûé ýëåìåíò a äàí-
íîãî ìíîæåñòâà, è ïîäìíîæåñòâà, â ñîñòàâ êîòîðûõ a íå âõîäèò. ×èñëî ïîäìíîæåñòâ â ïåðâîé 
ãðóïïå ðàâíî Cn

m
−
−
1
1,  ïîòîìó ÷òî êàæäîå òàêîå ïîäìíîæåñòâî ïîëó÷àþò ïðèñîåäèíåíèåì ê a íåêîòî-

ðîãî (m – 1)-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà. ×èñëî ïîäìíîæåñòâ âî âòîðîé ãðóïïå ðàâíî Cn
m

−1. Èòàê, 
C C Cn

m
n
m

n
m= +−

−
−1

1
1.

C C
n

n m m
n

n m mn
m

n
m

−
−

−+ =
−

− − + −
+

−
− −

=1
1

1

1

1 1 1

1

1

( ) !

( ) !( ) !

( ) !

( ) ! !

= −
− −

+
− −

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=( ) !
( ) !( ) ! ( ) ! !

n
n m m n n m m

1
1 1

1
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= − ⋅
+ −

− − − −
=

−
−

=( ) !
( ) !( )( ) !

( ) !

( ) ! !
n

m n m
n m n m m m

n n
n m m

1
1 1

1

=
−

=
n

n m m
Cn

m!

( ) ! !
.

3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

C C C C Cn n n n
n

n
n n0 1 2 1 2+ + + + + =−... .

Cn
m  — ÷èñëî m-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n ýëå-

ìåíòîâ, òî C C C Cn n n
n

n
n0 1 1+ + + +−...  — ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ. Äîêàæåì, 

÷òî ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n ýëåìåíòîâ, ðàâíî 2n.
Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà è äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà äàííîãî ìíîæåñòâà ïîñòðîèì 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíîé n èç íóëåé è åäèíèö ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: íà m-ì ìåñòå ïèøåì 
1, åñëè ýëåìåíò m íå âõîäèò â ïîäìíîæåñòâî. Èòàê, êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö. Íàïðèìåð, ïóñòîìó ìíîæåñòâó ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç îäíèõ íóëåé, âñåìó ìíîæåñòâó — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç îäíèõ åäèíèö. ×èñëî âñåõ 
ïîäìíîæåñòâ ðàâíî ÷èñëó âñåõ âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé 
è åäèíèö, è ðàâíî 2 ⋅ 2 ⋅ … ⋅ 2 = 2n.

Треугольник Паскаля
Çàïèøåì âñå âîçìîæíûå ýëåìåíòû Cn

m (n = 0, 1, 2, …, m = 0, 1, 2, …, n) â âèäå òðåóãîëüíîé 
òàáëèöû.

C0
0

C1
0 C1

1

C2
0 C2

1 C2
2

C3
0 C3

1 C3
2 C3

3

C4
0 C4

1 C4
2 C4

3 C4
4

......................................................
.....

Cn
0 Cn

1 Cn
2 ....................

..... Cn
n−1 Cn

n

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ÷èñëà ñî÷åòàíèé Cn
m,  à èìåííî:

1) C C C C Cn n
n

0
0

1
0

1
1 0 1= = = = = =... ; C C Cn

m
n
m

n
m= +−

−
−1

1
1,

1 ï = 0
1 1 ï = 1

1 2 1 ï = 2
1 3 3 1 ï = 3

1 4 6 4 1 ï = 4
1 5 10 10 5 1 ï = 5

1 6 15 20 15 6 1 ï = 6
......................................................

Ýòà òàáëèöà ïîñòðîåíà òàê: â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíà 1, âî âòîðîé — ïî ñòîðîíàì îò íåå ïî
åäèíèöå. Â êàæäîé ïîñëåäóþùåé ñòðîêå ïåðâûå è ïîñëåäíèå ÷èñëà — åäèíèöû, à êàæäîå âòîðîå
ðàâíî ñóììå äâóõ áëèæàéøèõ ê íåìó ÷èñåë ñâåðõó (ñâîéñòâî 2).
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Ñëåäóåò óêàçàòü, ÷òî ÷èñëà ðÿäà, ðàñïîëîæåííûå íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò åãî êîíöîâ, 
ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà: C Cn

m
n
n m= − . Ñóììà ÷èñåë m-é ñòðîêè ðàâíà 2n.

Ýòó òðåóãîëüíóþ òàáëèöó íàçûâàþò òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ ïî èìåíè ôðàíöóçñêîãî ìàòåìà-
òèêà Á. Ïàñêàëÿ (1623–1662), êîòîðûé çàíèìàëñÿ èññëåäîâàíèåì ñâîéñòâ ýòîé òàáëèöû è ïðèìå-
íåíèåì åå ê ðåøåíèþ çàäà÷ è óïðàæíåíèé.

Решение простейших комбинаторных задач
Ñî÷åòàíèÿ, ðàçìåùåíèÿ è ïåðåñòàíîâêè âìåñòå íàçûâàþò ñîåäèíåíèÿìè, èëè êîìáèíàöèÿìè. 

Ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà êîìáèíàöèé, íàçûâàþò êîìáèíàòîðè-
êîé, à çàäà÷è ýòîãî ðàçäåëà — êîìáèíàòîðíûìè çàäà÷àìè.

Ïðè ðåøåíèè êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ñíà÷àëà ñëåäóåò îïðåäåëèòü âèä ñîåäèíåíèÿ (ñì. òàáëèöó). 
Íàïîìíèì, ÷òî:

— ïåðåñòàíîâêè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïîðÿäêîì ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ;
— ðàçìåùåíèÿ îòëè÷àþòñÿ èëè âûáîðîì ýëåìåíòîâ, èëè ïîðÿäêîì èõ ðàñïîëîæåíèÿ;
— ñî÷åòàíèÿ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âûáîðîì ýëåìåíòîâ (ïîðÿäîê ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ íå ó÷è-

òûâàåòñÿ).

Âûáîð ôîðìóëû

Ó÷èòûâàåòñÿ ëè ïîðÿäîê
ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ

Âñå ëè ýëåìåíòû âõîäÿò
â ñîåäèíåíèå

Ñî÷åòàíèÿ

C
n

n m mn
m =

−
!

( ) ! !

C
n n n m

mn
m =

− − +
⋅ ⋅ ⋅

( )...( )

...

1 1

1 2

Ïåðåñòàíîâêè
Pn = n!

Ðàçìåùåíèÿ

A
n

n mn
m =

−
!

( ) !

A n n n mn
m = − − +( )...( )1 1

äà íåò

äà íåò

Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è áûâàþò ðàçíûõ âèäîâ. Íî áîëüøèíñòâî èç íèõ ðåøàþò ñ ïîìîùüþ äâóõ 
îñíîâíûõ ïðàâèë: ïðàâèëà ñóììû è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ.

Âûáîð ïðàâèëà

èëè a, èëè b è a, è b

Ïðàâèëî ñóììû Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ
Åñëè ýëåìåíò a ìîæíî âû-
áðàòü m ñïîñîáàìè,
à ýëåìåíò b — n ñïîñîáàìè, 
òî âûáîð a èëè b ìîæíî 
ñäåëàòü (m + n) ñïîñîáàìè

Åñëè ýëåìåíò a ìîæíî âû-
áðàòü m ñïîñîáàìè, 
à ýëåìåíò b — n ñïîñîáàìè,
òî a è b (ïàðû a è b) ìîæíî 
îñóùåñòâèòü (m ⋅ n) ñïîñî-
áàìè
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Ï ð è ì å ð .  Â êëàññå 12 ìàëü÷èêîâ è 10 äåâî÷åê.
à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îäíîãî ó÷åíèêà ýòîãî êëàññà?
á) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè äâóõ — ìàëü÷èêà è äåâî÷êó?
â) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü äåâî÷êó?
ã) Óæå âûáðàí îäèí ó÷åíèê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ïîñëå ýòîãî ìàëü÷èêà è 

äåâî÷êó?
Ðåøåíèå.
à) Ìàëü÷èêà ìîæíî âûáðàòü 12 ñïîñîáàìè, à äåâî÷êó — 10 ñïîñîáàìè, òîãäà ïî ïðàâèëó ñóì-

ìû èëè äåâî÷êó, èëè ìàëü÷èêà ìîæíî âûáðàòü 12 + 10 = 22 (ñïîñîáàìè).
á) Ìàëü÷èêà ìîæíî âûáðàòü 12 ñïîñîáàìè, à äåâî÷êó — 10 ñïîñîáàìè, òîãäà ïî ïðàâèëó ïðî-

èçâåäåíèÿ è äåâî÷êó, è ìàëü÷èêà ìîæíî âûáðàòü 12 ⋅ 10 = 120 (ñïîñîáàìè).
â) Äåâî÷êó ìîæíî âûáðàòü 10 ñïîñîáàìè.
ã) Åñëè îäèí ó÷åíèê óæå âûáðàí, òî âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:

1) åñëè áûë âûáðàí ìàëü÷èê, òî ìàëü÷èêîâ îñòàëîñü 11, èòàê, ñóùåñòâóåò 11 âàðèàíòîâ åãî 
âûáîðà, äëÿ äåâî÷êè — 10 âàðèàíòîâ, äëÿ ïàðû 11 ⋅ 10 = 110 (âàðèàíòîâ).
2) Åñëè áûëà âûáðàíà äåâî÷êà, òîãäà äåâî÷åê îñòàëîñü 9, èòàê, äåâî÷êó ìîæíî âûáðàòü 
9 ñïîñîáàìè, ìàëü÷èêà — 12 ñïîñîáàìè, à ïàðó ìîæíî âûáðàòü 9 ⋅ 12 = 108 (ñïîñîáàìè).

Ïî ïðàâèëó ñóììû èìååì îáùåå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ
11 ⋅ 10 + 12 ⋅ 9 = 110 + 108 = 218.
Îòâåò: à) 22; á) 120; â) 10; ã) 218.

Бином Ньютона
Âàì èçâåñòíû ôîðìóëû:

(a + b)0 = 1 (ïðè óñëîâèè a + b ≠ 0);
(a + b)1 = a + b;

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2.

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî:

(a + b)3 = (a + b)2 ⋅ (a + b) = (a2 + 2ab + b2)(a + b) = a2 + 2a2b + ab2 + a2b + 2ab2 + b2 =
= a2 + 3a2b + 3ab2 + b2;

(a + b)2 = (a + b)3 ⋅ (a + b) = (a2 + 3a2b + 3ab2 + b2)(a + b) = a4 + 3a2b + 3a2b2 + ab2 + a2b +
+ 3a2b2 + 3ab2 + b4 = a4 + 4a2b + 6a2b2 + 4ab2 + b4.

Ñðàçó áðîñàåòñÿ â ãëàçà òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî êîýôôèöèåíòû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ôîðìóë 
ðàâíû ÷èñëàì èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîê òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ.

Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíà è îáùàÿ ôîðìóëà:

( ) ... ... ,a b C a C a b C a b C a b C bn
n

n
n

n
n

n
n
m n m m

n
m n+ = + + + + + +− − −0 1 1 2 2 2

íàçâàííàÿ ôîðìóëîé áèíîìà (äâó÷ëåíà) Íüþòîíà â ÷åñòü àíãëèéñêîãî ôèçèêà è ìàòåìàòèêà Èñà-
àêà Íüþòîíà (1643–1727).

( ) ... ... ,a b C a C a b C a b C bn
n

n
n

n
n
m n m m

n
m n+ = + + + + +− −0 1 1

ãäå Cn
m  — ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì ýòè ÷èñëà èìåþò åùå îäíî 

íàçâàíèå — áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Ïðàâóþ ÷àñòü ïîñëåäíåé ôîðìóëû íàçûâàþò áèíîìè-
àëüíûì ðàçëîæåíèåì, èëè ðàçëîæåíèåì áèíîìà.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå ñëåäñòâèÿ èç ôîðìóëû Íüþòîíà.
1. Â ðàçëîæåíèè (a + b)n ñîäåðæèòñÿ (n + 1) ñëàãàåìûõ.
2. Â ôîðìóëå Íüþòîíà ïîêàçàòåëè ñòåïåíè a óáûâàþò îò n äî 0, à ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ïðè b

âîçðàñòàþò îò 0 äî n. Ñóììà ïîêàçàòåëåé ïðè a è b â ëþáîì ñëàãàåìîì ðàçëîæåíèÿ ðàâíà n — ïî-
êàçàòåëþ ñòåïåíè áèíîìà.



3. Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, ðàâíîóäàëåííûå îò êîíöîâ ðàçëîæåíèÿ, ðàâíû ìåæäó ñîáîé, 
òàê êàê C Cn

m
n
n m= − .

4. Îáùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ (îáîçíà÷èì åãî Tm+1
) èìååò âèä:

T C a bm n
m n m m

+
−=1 , m = 0, 1, …, n.

5. Ñóììà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíà 2n.
Äåéñòâèòåëüíî: C C C Cn n n

m
n
n n n0 1 1 1 2+ + + + = + =... ( ) .

Ï ð è ì å ð  1. Âîçâåäèòå â øåñòóþ ñòåïåíü x – 2y.
Ðåøåíèå. Ïðèìåì a = x, b = –2y, òîãäà ïîëó÷èì:

( ) ( ) ( ) ( )x y C x C x y C x y C x y− = + − + − + − +2 2 2 26
6
0 6

5
1 5

6
2 4 2

6
3 3 2

+ − + − + − = ⋅ + − +C x y C x y C y x x y5
4 2 4

6
5 5

6
6 6 6 52 2 2 1 6 2( ) ( ) ( ) ( )

+ ⋅ + − + ⋅ + − + ⋅ =15 4 20 8 15 16 6 32 1 644 2 3 3 2 4 5 5x y x y x y x y y( ) ( )

= − + − + − +12 60 160 240 192 645 4 2 3 2 2 4 5 5x y x y x y x y xy y .

Ï ð è ì å ð  2. Íàéäèòå 13-é ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ áèíîìà ( ) .3 23 15+
Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ôîðìóëå îáùåãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ áèíîìà èìååì:

T T C C13 12 1 15
12 3 3 13

15
3 6 63 2 3 2

15 14 13

1 2 3
3 2 37= = ⋅ = ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅
⋅ ⋅

⋅ ⋅ =+ ( ) ( ) 3360.

äîâàòåëüíî, T
13

= 37 360.

Ï ð è ì å ð  3. Íàéäèòå íîìåð ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ áèíîìà x
x

3

15
1

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

, êîòîðûé íå ñîäåðæèò x.
Ðåøåíèå. Äëÿ îáùåãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ èìååì:

T C x
x

C x x C xm
m m

m
m

m
m

m

m

+
−

−
−

−

= ⋅ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =1 16
3 16

15

16

3 15
16 4

3
1

( ) .

×ëåí ðàçëîæåíèÿ íå çàâèñèò îò x, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîêàçàòåëü ñòåïåíè x ðàâåí 0, òî åñòü 
16

3
0

−
=

m
,  îòñþäà m = 4.

Èòàê, ïÿòûé ÷ëåí äàííîãî ðàçëîæåíèÿ íå ñîäåðæèò x.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 6.1.
«Простейшие комбинаторные задачи»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè öèôð 5, 6, 7, 8, 9 
áåç ïîâòîðåíèÿ öèôð?

Â2. Èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5 ñîñòàâëåíû âñåâîçìîæíûå ïÿòèçíà÷íûå ÷èñëà áåç ïî-
âòîðåíèÿ öèôð. Ñêîëüêî ñðåäè íèõ ÷èñåë, íà÷èíàþùèõñÿ ñ 5?

Â3. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò äâóçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ öèôðà äåñÿòêîâ è öèôðà 
åäèíèö ðàçëè÷íûå è íå÷åòíûå?

Â4. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò îòðåçêîâ, êîíöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 10 äàííûõ òî-
÷åê?

Â5. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïëîñêîñòåé ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç 10 òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, 
èç êîòîðûõ íèêàêèå ÷åòûðå íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, åñëè êàæäàÿ ïëî-
ñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òðè çàäàííûå òî÷êè?

Â6. Â òóðíèðå ó÷àñòâîâàëî 9 øàõìàòèñòîâ, è êàæäûå äâà øàõìàòèñòà ñûãðàëè 
äðóã ñ äðóãîì îäèí ðàç. Ñêîëüêî ìàò÷åé áûëî ñûãðàíî â òóðíèðå?

Â7. 12 ó÷åíèêîâ ïîæàëè äðóã äðóãó ðóêè ïåðåä ñîðåâíîâàíèÿìè. Ñêîëüêî áûëî 
ñäåëàíî ðóêîïîæàòèé?

Â8. 15 ó÷åíèêîâ îáìåíÿëèñü ôîòîãðàôèÿìè òàêèì îáðàçîì, ÷òî âñå îáìåíÿëèñü 
äðóã ñ äðóãîì. Ñêîëüêî áûëî ðîçäàíî ôîòîãðàôèé?

Â9. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ ìîæíî ïðîâåñòè ÷åðåç 5 òî÷åê ïëîñêîñòè, èç êî-
òîðûõ íèêàêèå òðè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé?

Â10. Âî âçâîäå 5 ñåðæàíòîâ è 30 ñîëäàò. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü 
íàðÿä èç îäíîãî ñåðæàíòà è òðåõ ñîëäàò?

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9

Â10
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Â11. Ñêîëüêî ÷åëîâåê ïðèíèìàëî ó÷àñòèå â øàõìàòíîì òóðíèðå, åñëè èçâåñòíî, 
÷òî âñå ó÷àñòíèêè ñûãðàëè äðóã ñ äðóãîì ïî îäíîé ïàðòèè, à âñåãî áûëî 
ñûãðàíî 210 ïàðòèé?

Â12. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü 3 ðàçëè÷íûå êðàñêè èç 5 ðàçëè÷íûõ 
êðàñîê?

Â13. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà ïîëêå 6 êíèã ðàçíûõ àâòîðîâ?

Â14. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë (áåç ïîâòîðåíèÿ öèôð) ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð 
1, 3, 5, 7, 9?

Â15. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ïðèíèìàëè ó÷àñòèå 6 øàõìàòèñòîâ. Ó÷àñòíèêè òóðíè-
ðà ñûãðàëè äðóã ñ äðóãîì òîëüêî ïî îäíîé ïàðòèè. Ñêîëüêî âñåãî øàõìàòíûõ 
ïàðòèé áûëî ñûãðàíî â ýòîì òóðíèðå?

Â16. Ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ðàçëè÷íûõ äâóçíà÷íûõ ÷èñåë èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9, íå ïîâòîðÿÿ öèôðû â ÷èñëå?

Â17. Â êàôå 9 âèäîâ ìîðîæåíîãî. Ñêîëüêî âñåãî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ çàêàçàòü äå-
ñåðò èç òðåõ ðàçíûõ âèäîâ ìîðîæåíîãî?

Â18. Ñêîëüêî âñåãî øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 5, ìîæíî ñîñòàâèòü 
èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6 (â êàæäîì ÷èñëå öèôðû íå äîëæíû ïîâòîðÿòüñÿ)?

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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6.2. Вероятность событий: вычисление вероятности событий 
на основе подсчета числа исходов

6.2.1. Основные понятия теории вероятностей

Ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñîáûòèÿ.
Ñîáûòèå — ýòî ÿâëåíèå, î êîòîðîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíî ïðîèñõîäèò èëè íå ïðîèñõîäèò ïðè 

îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ. Ñîáûòèÿ îáîçíà÷àþòñÿ áîëüøèìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: A, B, 
C… Ëþáîå ñîáûòèå ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå èñïûòàíèÿ (ýêñïåðèìåíòà, èññëåäîâàíèÿ).

Èñïûòàíèå — ýòî óñëîâèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïðîèñõîäèò (èëè íå ïðîèñõîäèò) ñîáûòèå.
Íàïðèìåð, èñïûòàíèå — ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû, ñîáûòèÿ: A — «ïîÿâëåíèå ãåðáà», B — «ïîÿâ-

ëåíèå ÷èñëà»; èñïûòàíèå — ïîäáðàñûâàíèå êóáèêà, ñîáûòèÿ: A — «ïîÿâëåíèå 1 î÷êà», B — «ïî-
ÿâëåíèå 2 î÷êîâ», C — «ïîÿâëåíèå 3 î÷êîâ», D — «ïîÿâëåíèå 4 î÷êîâ», E — «ïîÿâëåíèå 5 î÷êîâ», 
G — «ïîÿâëåíèå 6 î÷êîâ).

Ñëó÷àéíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè âî âðåìÿ ïðîâå-
äåíèÿ îïðåäåëåííîãî èñïûòàíèÿ.

Íàïðèìåð: âî âðåìÿ âûòÿãèâàíèÿ íàóãàä îäíîé êàðòû èç êîëîäû âû âçÿëè êîðîëÿ. Ñîáûòèå 
A — «âçÿò êîðîëü» — ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì.

Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ ìîãóò áûòü ìàññîâûìè è åäèíè÷íûìè.
Ìàññîâûìè íàçûâàþò îäíîðîäíûå ñîáûòèÿ, íàáëþäàþùèåñÿ ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, êî-

òîðûå ìîãóò áûòü ïîâòîðåíû (ìîæíî íàáëþäàòü) íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ðàç.
Íàïðèìåð, ïîïàäàíèå èëè ïðîìàõ â ñåðèè âûñòðåëîâ; ïîÿâëåíèå áðàêîâàííûõ äåòàëåé ïðè 

ñåðèéíîì âûïóñêå; ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä àòîìîâ âåùåñòâà è äð.
Ïðèìåðîì åäèíè÷íîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàäåíèå Òóíãóññêîãî ìåòåîðèòà.
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò òîëüêî ìàññîâûå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ.
Äîñòîâåðíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå âñëåäñòâèå äàííîãî èñïûòàíèÿ îáÿçàòåëüíî ïðî-

èçîéäåò.
Íàïðèìåð, ñîáûòèå A — «ïîÿâëåíèå íà îäíîé èç ãðàíåé èãðàëüíîãî êóáèêà íàòóðàëüíîãî ÷èñ-

ëà ìåíüøå 7» — ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì.
Íåâîçìîæíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå âñëåäñòâèå äàííîãî èñïûòàíèÿ íå ìîæåò ïðîèçîéòè.
Íàïðèìåð, ñîáûòèå A — «ïîÿâëåíèå íà îäíîé èç ãðàíåé èãðàëüíîãî êóáèêà ÷èñëà 7».
Ïîëíîé ãðóïïîé ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñîáûòèé, òàêèõ, ÷òî â ðåçóëüòàòå êàæäîãî 

èñïûòàíèÿ îáÿçàòåëüíî äîëæíî ïðîèçîéòè õîòÿ áû îäíî èç íèõ.
Íàïðèìåð: â èñïûòàíèè — áðîñîê èãðàëüíîãî êóáèêà — ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé ñîñòàâëÿþò 

ñîáûòèÿ:
A

1
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 1»;

A
2
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 2»;

A
3
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 3»;

A
4
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 4»;

A
5
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 5»;

A
6
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 6»…

èëè ñîáûòèÿ:
B

1
 — «ïîÿâëåíèå ÷åòíîãî ÷èñëà»;

B
2
— «ïîÿâëåíèå íå÷åòíîãî ÷èñëà».

Ïîïàðíî íåñîâìåñòèìûå ñîáûòèÿ — ýòî ñîáûòèÿ, äâà èç êîòîðûõ íå ìîãóò ïðîèçîéòè îäíîâðå-
ìåííî.

Íàïðèìåð, ïîïàäàíèå è ïðîìàõ ïðè îäíîì âûñòðåëå — ýòî äâà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèÿ; ïîÿâëå-
íèå öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6 ïðè îäíîì áðîñêå èãðàëüíîãî êóáèêà — ýòî øåñòü íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé.

Ðàâíîâîçìîæíûå ñîáûòèÿ — ýòî òàêèå ñîáûòèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ íå èìååò íèêàêèõ ïðå-
èìóùåñòâ â ïîÿâëåíèè ÷àùå, ÷åì äðóãîå, âî âðåìÿ ìíîãîðàçîâûõ èñïûòàíèé, êîòîðûå ïðîâîäÿòñÿ 
ïðè îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ.
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Íàïðèìåð, ïîÿâëåíèå ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5, 6 ïðè áðîñêå èãðàëüíîãî êóáèêà — ðàâíîâîçìîæíûå 
ñîáûòèÿ.

Åñëè ñîáûòèÿ:
1) îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé;
2) ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòèìûìè;
3) ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâîçìîæíûìè,
òî òàêèå ñîáûòèÿ îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

6.2.2. Классическое определение вероятности

Ðàññìîòðèì èñïûòàíèå — áðîñîê èãðàëüíîãî êóáèêà; ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé 
ñîñòîèò èç ñîáûòèé:

A
1
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 1»;

A
2
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 2»;

A
3
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 3»;

A
4
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 4»;

A
5
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 5»;

A
6
 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 6».

Ðàññìîòðèì ñîáûòèå A — «âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî». Ñîáûòèþ A ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûå 
ñîáûòèÿ: A

2
, A

4
, A

6
.

Îòíîøåíèå ÷èñëà ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A, ê îáùåìó êîëè÷åñòâó ñîáûòèé 
ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A è îáîçíà-
÷àåòñÿ P(A(( ).

Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå P A( ) .= =
3

6

1

2
 Èòàê,

P A
m
n

( ) ,=

ãäå A — ñîáûòèå; P(A(( ) — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ; n — îáùåå êîëè÷åñòâî ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâà ýëå-
ìåíòàðíûõ ñîáûòèé; m — ÷èñëî ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A.

Ýòî êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè áûëî ââåäåíî îñíîâàòåëÿìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé 
Á. Ïàñêàëåì è Ï. Ôåðìà. Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1. Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî 
ñîáûòèÿ ðàâíà 0.

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè áðîñêå äâóõ ìîíåò âûïàäåò äâà ãåðáà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A — «âûïàëî äâà ãåðáà».
Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ ñîáûòèé: A

1
 — «âûïàëî äâà ãåðáà»; 

A
2
— «âûïàëè ãåðá è ÷èñëî»; A

3
 — «âûïàëè ÷èñëî è ãåðá»; A

4
— «âûïàëè äâà ÷èñëà».

Ñîáûòèþ A ñïîñîáñòâóåò òîëüêî ñîáûòèå A
1
.

Èòàê, m = 1, n = 4, è òîãäà P A
m
n

( ) .= =
1

4

Îòâåò:
1

4
.

6.2.3. Использование формул комбинаторики для вычисления вероятности событий

Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷åò âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü 
ôîðìóëû êîìáèíàòîðèêè. Ïðàâèëüíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è çàâèñèò îò óìåíèÿ îïðåäåëèòü âèä ñî-
åäèíåíèÿ, îáðàçóåìîãî ñîâîêóïíîñòüþ ñîáûòèé, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â óñëîâèè çàäà÷è. Âñïîìíèì 
àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ âèäà ñîåäèíåíèé. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷.

6.2. Вероятность событий: вычисление вероятности событий на основе подсчета числа исходов
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Ï ð è ì å ð  1. Â óðíå ëåæàò 20 øàðèêîâ, èç êîòîðûõ 12 áåëûõ, îñòàëüíûå — ÷åðíûå. Èç óðíû 
íàóãàä âûíèìàþò äâà øàðèêà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè áåëûå?

Ðåøåíèå. Îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èñïûòàíèÿ (âûíóòû äâà øàðèêà) ðàâíî 
÷èñëó ñïîñîáîâ, êàêèìè ìîæíî âûíóòü 2 øàðèêà èç 20, òî åñòü ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç 20 ýëåìåíòîâ 
ïî 2 ( ).n C= 20

2  Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ 
«âûíóòû äâà áåëûõ øàðèêà». Ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûíóòü 
2 øàðèêà èç 12 áåëûõ, òî åñòü ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç 12 ýëåìåíòîâ ïî 2 ( ).m C= 12

2

Èòàê, åñëè ñîáûòèå A — «âûíóòû äâà áåëûõ øàðèêà», òî

P A
m
n

C

C
( ) .= = =

⋅
⋅

⋅
⋅
⋅

=12
2

20
2

12 11

1 2

1 2

20 19

33

95

Îòâåò:
33

95
.

Ï ð è ì å ð  2. Â óðíå ëåæàò 20 øàðèêîâ, èç êîòîðûõ 12 áåëûõ, îñòàëüíûå — ÷åðíûå. Èç óðíû 
íàóãàä âûíèìàþò òðè øàðèêà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ äâà øàðèêà áåëûå?

Ðåøåíèå. Îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èñïûòàíèÿ (âûíóòû òðè øàðèêà) ðàâíî 
n C= 20

2 .
Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ «ñðåäè òðåõ 

âûáðàííûõ øàðèêîâ äâà áåëûõ». Äâà áåëûõ øàðèêà èç 12 áåëûõ øàðèêîâ ìîæíî âûáðàòü C12
2 ñïî-

ñîáàìè, à îäèí ÷åðíûé øàðèê ìîæíî âûáðàòü 8 ñïîñîáàìè, òîãäà ñîáûòèþ «ñðåäè òðåõ âûáðàííûõ 
øàðèêîâ äâà áåëûõ» ñïîñîáñòâóþò m C= ⋅12

2 8 ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.
Èòàê, åñëè ñîáûòèå A — «ñðåäè òðåõ âûáðàííûõ øàðèêîâ äâà áåëûõ», òî 

P A
m
n

C

C
( ) .= =

⋅
=

⋅ ⋅
⋅

⋅
⋅ ⋅
⋅ ⋅

=12
2

20
3

8 12 11 8

1 2

1 2 3

20 19 18

44

95

Îòâåò:
44

95
.

Ï ð è ì å ð  3. Â óðíå ëåæàò 15 êðàñíûõ, 9 ñèíèõ è 6 çåëåíûõ øàðèêîâ, îäèíàêîâûõ íà îùóïü. 
Íàóãàä âûíèìàþò 6 øàðèêîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûíóòû 1 çåëåíûé, 2 ñèíèõ è 3 êðàñ-
íûõ øàðèêà?

Ðåøåíèå. Â ýòîé çàäà÷å èñïûòàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç óðíû âûíèìàþò 6 øàðèêîâ. Âûíóòü 
øåñòü øàðèêîâ èç 15 + 9 + 6 = 30 øàðèêîâ ìîæíî n C= 206  ñïîñîáàìè. Íàñ èíòåðåñóåò âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ A — «âûíóòû 1 çåëåíûé, 2 ñèíèõ è 3 êðàñíûõ øàðèêà». Îäèí çåëåíûé øàðèê 
ìîæíî âûíóòü C6

1 ñïîñîáàìè, 2 ñèíèõ øàðèêà ìîæíî âûíóòü C9
2 ñïîñîáàìè, 3 êðàñíûõ øàðèêà 

ìîæíî âûíóòü C15
3 ñïîñîáàìè. Èòàê, ñîáûòèþ A ñïîñîáñòâóþò m C C C= ⋅ ⋅15

3
9
2

6
1  ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-

òèé. Òîãäà

P A
C C C

C
( ) =

⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

15
3

9
2

6
1

30
6

15 14 13 9 8 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 1 2 330 29 28 27 26 25

24

145⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= .

Îòâåò:
24

145
.

6.2.4. Операции над событиями

Âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé, ñòðîÿ êàæäûé ðàç ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è ïîä-
ñ÷èòûâàÿ ÷èñëî ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ýòîìó ñîáûòèþ, èíîãäà òðóäíî. Ïîýòîìó äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîëüçóþòñÿ ïðàâèëàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïî èçâåñòíûì âåðîÿòíîñòÿì 
îäíèõ ñîáûòèé âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè äðóãèõ ñîáûòèé, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ èç íèõ ñ ïîìîùüþ 
íåêîòîðûõ îïåðàöèé.
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Ñóììîé ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C, ñîñòîÿùåå â îñóùåñòâëåíèè âî âðåìÿ åäèíè÷-
íîãî èñïûòàíèÿ èëè ñîáûòèÿ A, èëè ñîáûòèÿ B, èëè äâóõ ñîáûòèé îäíîâðåìåííî. 

Ñóììó äâóõ ñîáûòèé îáîçíà÷àþò òàê:

C = A + B èëè C A B= ∪ .

À B À B

  à                               á

Ãðàôè÷åñêè ñóììó ñîáûòèé ìîæíî èçîáðàçèòü êàê îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ. Ñóììó ñîáûòèé A è
B, êàê è ñóììó ìíîæåñòâ, íàçûâàþò îáúåäèíåíèåì. Íà ðèñóíêå, à èçîáðàæåíî îáúåäèíåíèå (ñóì-
ìà) ñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé A è B, íà ðèñóíêå á èçîáðàæåíà ñóììà äâóõ íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé 
A è B, êîòîðàÿ ñîñòîèò â âûïîëíåíèè èëè ñîáûòèÿ A, èëè ñîáûòèÿ B (îäíîâðåìåííîå ïîÿâëåíèå 
ñîáûòèé A è B èñêëþ÷åíî).

Ï ð è ì å ð  1. Åñëè ñîáûòèå A — «ïîïàäàíèå â öåëü ñ ïåðâîãî âûñòðåëà», ñîáûòèå B — «ïîïà-
äàíèå â öåëü ñî âòîðîãî âûñòðåëà», òî ñîáûòèå C = A + B — «ïîïàäàíèå â öåëü».

Ñîáûòèå A  íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèþ A, åñëè îíî ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî 
òîãäà, êîãäà ñîáûòèå A íå ïðîèñõîäèò. (×èòàåòñÿ: «íå A»).

Ï ð è ì å ð  2. Åñëè ñîáûòèå A — «ïîïàäàíèå â öåëü ïðè âûñòðåëå», òî ñîáûòèå A  — «ïðîìàõ 
ïðè âûñòðåëå».

Ï ð è ì å ð  3. Åñëè ñîáûòèå A — «âçÿòà ñòàíäàðòíàÿ äåòàëü» ïðè èñïûòà -
íèè — íàóãàä âçÿòà äåòàëü èç ÿùèêà, òî A  — «âçÿòà íåñòàíäàðòíàÿ äåòàëü».

Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

A + U = U; A + A = A; A A U+ = ; A + ∅ = A.

Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C, ñîñòîÿùåå â îñóùåñòâëåíèè äâóõ ñîáû-
òèé A è B âî âðåìÿ åäèíè÷íîãî èñïûòàíèÿ.

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîáûòèé A è B îáîçíà÷àþò òàê: C = A ⋅ B èëè C = AB, èëè
C A B= ∩ .

Ãðàôè÷åñêè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîáûòèé, êàê è äâóõ ìíîæåñòâ, èçîáðàæàåòñÿ òàê,
êàê íà ðèñóíêå.

Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A è ïîëíîé ãðóïïû íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé U èìåþò ìåñòî
ðàâåíñòâà:

A ⋅ A = A; A ⋅ ∅ = ∅; A A⋅ = ∅; A ⋅ U = A.

Ï ð è ì å ð .  Åñëè ñîáûòèå A — «ïåðâûé ñòðåëîê ïîïàë â öåëü», ñîáûòèå B — «âòîðîé ñòðåëîê 
ïîïàë â öåëü», òîãäà ñîáûòèå C = A ⋅ B — «â öåëü ïîïàëè îáà ñòðåëêà».

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷àþò ïðîñòûå è ñëîæíûå ñîáûòèÿ. Íàïðèìåð, âî âðåìÿ áðîñêà 
äâóõ ìîíåò ñîáûòèå A — «íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàë ãåðá» — ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ ñëîæíûì, åñëè ïîÿâëåíèå åãî çàâèñèò îò ïîÿâëåíèÿ äðóãèõ, ïðîñòûõ ñî-
áûòèé. Íàïðèìåð, âî âðåìÿ áðîñêà äâóõ ìîíåò ñîáûòèå A — «âûïàë õîòÿ áû îäèí ãåðá» — ñëîæ-
íîå, ïîòîìó ÷òî îíî ñîñòîèò èç òàêèõ ñîáûòèé:

A
1
 — «âûïàë ãåðá òîëüêî íà ïåðâîé ìîíåòå»;

A
2
 — «âûïàë ãåðá òîëüêî íà âòîðîé ìîíåòå»;

A
3
 — «âûïàë ãåðá íà äâóõ ìîíåòàõ»;

òî åñòü

A A A A A A= + +1 2 1 2 2.

À

U
À

À B
C
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6.2.5. Вероятность сложных событий
Вероятность суммы несовместимых событий
Òåîðåìà. Âåðîÿòíîñòü ñóììû äâóõ íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé A è B ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé 

ýòèõ ñîáûòèé.
Åñëè A C∩ = ∅,  òî P(A(( + B) = P(A(( ) + P(B).

Ï ð è ì å ð  1. Â óðíå ëåæàò 2 ÷åðíûõ, 3 êðàñíûõ, 9 çåëåíûõ, 6 ñèíèõ øàðèêîâ. Èç íåå íàóãàä 
âûíèìàþò îäèí øàðèê. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí íå ÷åðíûé?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A — «ïîÿâëåíèå íå ÷åðíîãî øàðèêà», A
1
 — «ïîÿâëåíèå ÷åðíîãî øà-

ðèêà», A
2

— «ïîÿâëåíèå êðàñíîãî øàðèêà», A
3
 — «ïîÿâëåíèå çåëåíîãî øàðèêà», A

4
— «ïîÿâëå-

íèå ñèíåãî øàðèêà». Òîãäà A = A
2

+ A
3

+ A
4
, ïðè÷åì A

2
, A

3
, A

4
 — íåñîâìåñòèìûå, P A( ) ,2

3

20
=

P A( ) ,3
9

20
= P A( ) .4

6

20
= Ïî òåîðåìå î âåðîÿòíîñòè ñóììû íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé ïîëó÷àåì:

P A P A P A P A( ) ( ) ( ) ( ) .= + + = + + = =2 3 4

3

20

9

20

6

20

18

20

9

10

Îòâåò:
9

10
.

Èç òåîðåìû î âåðîÿòíîñòè ñóììû íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé âûòåêàþò äâà ñëåäñòâèÿ.
Ñëåäñòâèå 1. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé A

1
, A

2
, …, A

n
, êîòîðûå îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó 

è ïîïàðíî íåñîâìåñòèìû, ðàâíà åäèíèöå.

P(A((
1
) + PA(

2
) + … + P(A(( n) = 1.

Ñëåäñòâèå 2. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîáûòèé ðàâíà 1.

P A P A( ) ( ) .+ = 1

Ï ð è ì å ð  2. Â êîðîáêå åñòü 20 äåòàëåé, èç êîòîðûõ 15 ñòàíäàðòíûõ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî ñðåäè 3 âûáðàííûõ íàóãàä äåòàëåé åñòü õîòÿ áû îäíà ñòàíäàðòíàÿ.

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A — «ñðåäè âûáðàííûõ äåòàëåé åñòü õîòÿ áû îäíà ñòàíäàðòíàÿ», ñîáûòèå 
A — «âñå âûáðàííûå äåòàëè íåñòàíäàðòíûå». Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 èìååì: P A P A( ) ( ) ,+ = 1  îò-
ñþäà P A P A( ) ( ).= −1

Íàéäåì P A( ). Îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü 3 äåòàëè èç 20 äåòàëåé, ðàâíî 
n C= 20

3 . ×èñëî íåñòàíäàðòíûõ äåòàëåé 20 – 15 = 5, èç ýòîãî ÷èñëà äåòàëåé ìîæíî m C= 5
3  ñïîñîáà-

ìè âûáðàòü 3 íåñòàíäàðòíûå äåòàëè.

Èòàê, P A
m
n

C

C
( ) .= = =

⋅ ⋅
⋅ ⋅

⋅
⋅ ⋅
⋅ ⋅

=5
3

20
3

5 4 3

1 2 3

1 2 3

20 19 18

1

114

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P A P A( ) ( ) .= − = − =1 1
1

114

113

114

Îòâåò:
113

114
.

6.2.6. Независимые события

Äâà ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îäíîãî èç íèõ íå çàâè-
ñèò îò òîãî, ïðîèçîøëî âòîðîå ñîáûòèå èëè íåò.

Ï ð è ì å ð  1. Ìîíåòà áðîñàåòñÿ äâàæäû. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ãåðáà â ïåðâîì èñïûòàíèè íå 
çàâèñèò îò ïîÿâëåíèÿ èëè íåïîÿâëåíèÿ ãåðáà âî âòîðîì èñïûòàíèè. Â ñâîþ î÷åðåäü, âåðîÿòíîñòü 
ïîÿâëåíèÿ ãåðáà âî âòîðîì èñïûòàíèè íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî èñïûòàíèÿ. Èòàê, ñîáû-
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òèå A — «ïîÿâëåíèå ãåðáà â ïåðâîì èñïûòàíèè» — è ñîáûòèå B — «ïîÿâëåíèå ãåðáà âî âòîðîì 
èñïûòàíèè» — íåçàâèñèìû.

Ï ð è ì å ð  2. Â óðíå 5 áåëûõ è 4 ÷åðíûõ øàðèêà. Èç íåå íàóãàä áåðóò øàðèê. Âåðîÿòíîñòü 

ïîÿâëåíèÿ áåëîãî øàðèêà (ñîáûòèå A) ðàâíà 
5

9
.  Âçÿòûé øàðèê âîçâðàùàþò â óðíó è ïðîäîëæà-

þò èñïûòàíèå. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ áåëîãî øàðèêà ïðè âòîðîì èñïûòàíèè (ñîáûòèå B) òàêæå 

ðàâíà 
5

9
.  Â ñâîþ î÷åðåäü, âåðîÿòíîñòü âûíóòü áåëûé øàðèê ïðè ïåðâîì èñïûòàíèè íå çàâèñèò îò 

âòîðîãî èñïûòàíèÿ. Èòàê, ñîáûòèÿ A è B — íåçàâèñèìû.

Вероятность произведения независимых событий
Òåîðåìà. Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A è B ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ 

âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé, òî åñòü

P(A(( ⋅ B) = P(A(( ) ⋅ P(B).

Ï ð è ì å ð  1. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî âûïàäåíèå ãåðáà íà äâóõ ìîíåòàõ ïðè îäíîì 
áðîñêå äâóõ ìîíåò.

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A — «âûïàë ãåðá íà ïåðâîé ìîíåòå», P A( ) .=
1

2
 Ñîáûòèå B — «âûïàë ãåðá 

íà âòîðîé ìîíåòå», P B( ) .=
1

2
Òàê êàê ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî P A B P A P B( ) ( ) ( ) .⋅ = ⋅ = ⋅ =

1

2

1

2

1

4
Îòâåò:

1

4
.

Ï ð è ì å ð  2. Äâà îõîòíèêà ñòðåëÿþò îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïî ìèøåíè. 
Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,7 è 0,8. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 
îáà îõîòíèêà ïîïàäàþò â öåëü.

Ðåøåíèå.
Ñîáûòèå A — «ïåðâûé îõîòíèê ïîïàë â öåëü», P(A(( ) = 0,7.
Ñîáûòèå B — «âòîðîé îõîòíèê ïîïàë â öåëü», P(B) = 0,8.
Ñîáûòèå C = A ⋅ B — «îáà îõîòíèêà ïîïàëè â öåëü», òîãäà
P(C) = P(A(( ) ⋅ P(B) = 0,7 ⋅ 0,8 = 0,56.
Îòâåò: 0,56.

Ï ð è ì å ð  3. Äâà îõîòíèêà ñòðåëÿþò â öåëü îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Âåðîÿò-
íîñòè ïîïàäàíèÿ â öåëü ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,7 è 0,8. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) òîëüêî îäèí èç îõîòíèêîâ ïîïàäåò â öåëü;
á) íè îäèí èç îõîòíèêîâ íå ïîïàäåò â öåëü;
â) õîòÿ áû îäèí îõîòíèê ïîïàäåò â öåëü.
Ðåøåíèå.
Ñîáûòèå A — «ïåðâûé îõîòíèê ïîïàë â öåëü», P(A(( ) = 0,7.
Ñîáûòèå B — «âòîðîé îõîòíèê ïîïàë â öåëü», P(B) = 0,8.
à) C A B A B= ⋅ + ⋅ — «òîëüêî îäèí èç îõîòíèêîâ ïîïàë â öåëü», òîãäà

P C P A B P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = 0,7 ⋅ (1 – P(B)) + (1 – P(A(( )) ⋅ 0,8 =

= 0,7 ⋅ (1 – 0,8) + (1 – 0,7) ⋅ 0,8 = 0,7 ⋅ 0,2 + 0,3 ⋅ 0,8 = 0,14 + 0,24 = 0,38.
á) D A B= ⋅ — «íè îäèí èç îõîòíèêîâ íå ïîïàë â öåëü», òîãäà

P D P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))= ⋅ = ⋅ = − ⋅ − =1 1 (1 – 0,7) ⋅ (1 – 0,8) = 0,3 ⋅ 0,2 = 0,06.

â) F D= — «õîòÿ áû îäèí èç îõîòíèêîâ ïîïàäåò â öåëü».
1 ñïîñîá
P F P D P D( ) ( ) ( ) , , .= = − = − =1 1 0 06 0 94
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2 ñïîñîá
F A B A B AB= ⋅ + ⋅ + ,  òîãäà
P F P A P B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ⋅ + ⋅ + ⋅ = 0,7 ⋅ (1 – 0,8) + (1 – 0,7) ⋅ 0,8 + 0,7 ⋅ 0,8 =
= 0,7 ⋅ 0,2 + 0,3 ⋅ 0,8 + 0,56 = 0,14 + 0,24 + 0,56 = 0,94.
Îòâåò: à) 0,38; á) 0,06; â) 0,94.

Вероятность появления хотя бы одного из независимых событий
Âî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èíîãäà ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îä-

íîãî èç íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A
1
, A

2
, …, An, âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ èçâåñòíû.

Òåîðåìà. Åñëè ñîáûòèÿ A
1
, A

2
, A

3
, …, A

n
— íåçàâèñèìû, òî âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû 

îäíîãî èç íèõ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç âåðîÿòíîñòü ýòèõ ñîáûòèé ïî ôîðìóëå:

P(A(( ) = 1 – (1 – P(A((
1
)) ⋅ (1 – P(A((

2
)) ⋅ … ⋅ (1 – P(A(( n)).

Ñëåäñòâèå. Åñëè ñîáûòèÿ A
1
, A

2
, A

3
, …, A

n
èìåþò îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü ð, òî âåðîÿòíîñòü 

âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ

P(A(( ) = 1 – (1 – p)n.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû ê ðåøåíèþ çàäà÷.

Ï ð è ì å ð  1. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè ñòðåëüáå èç òðåõ ïóøåê ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 
0,8; 0,7 è 0,9. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü õîòÿ áû îäíîãî ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì çàëïå èç âñåõ ïóøåê.

Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü êàæäîé èç ïóøåê íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ ñòðåëüáû 
èç äðóãèõ ïóøåê, ïîýòîìó ñîáûòèÿ A

1
 – «ïîïàäàíèå ïåðâîé ïóøêîé», A

2
 — «ïîïàäàíèå âòîðîé 

ïóøêîé», A
3
 — «ïîïàäàíèå òðåòüåé ïóøêîé» íåçàâèñèìû. Åñëè A — «õîòÿ áû îäíî ïîïàäàíèå», òî

P A P A P A P A P A P A P A( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))( ( ))( ( ))= − ⋅ ⋅ = − − − − =1 1 1 1 11 2 3 1 2 2

= 1 – (1 – 0,8) ⋅ (1 – 0,7) ⋅ (1 – 0,9) = 1 – 0,2 ⋅ 0,3 ⋅ 0,1 = 0,994.
Îòâåò: 0,994.

Ï ð è ì å ð  2. Â òèïîãðàôèè íàõîäÿòñÿ 4 òèïîãðàôñêèå ìàøèíû. Äëÿ êàæäîé ìàøèíû âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî îíà ðàáîòàåò â äàííûé ìîìåíò, ðàâíà 0,9. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â äàííûé 
ìîìåíò ðàáîòàåò õîòÿ áû îäíà ìàøèíà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A — «ðàáîòàåò â äàííûé ìîìåíò õîòÿ áû îäíà ìàøèíà», òîãäà ïî 
ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû:

P(A(( ) = 1 – (1 – ð)n = 1 – (1 – 0,9)4 = 0,9999.
Îòâåò: 0,9999.

Ï ð è ì å ð  3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè îäíîì âûñòðåëå ñòðåëîê ïîïàäåò â öåëü, ðàâíà 0,4. 
Ñêîëüêî âûñòðåëîâ äîëæåí âûïîëíèòü ñòðåëîê, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 0,9 îí ïîïàë 
â öåëü õîòÿ áû îäèí ðàç?

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A — «ïðè n âûñòðåëàõ ñòðåëîê ïîïàäåò â öåëü õîòÿ áû îäèí ðàç».
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû èìååì:
P(A(( ) = 1 – (1 – ð)n.
Òàê êàê P(A(( ) ≥ 0,9, ð = 4, òî ïîëó÷èì:
1 – (1 – 0,4)n ≥ 0,9;
0,6n ≤ 0,1;
n lg 0,6 ≤ lg 0,1, òàê êàê lg 0,6 < 0,

òî n ≥ =
−

−
=

lg ,

lg , ,
, .

0 1

0 6

1

0 2218
4 5

Èòàê, n ≥ 5, òî åñòü ñòðåëîê äîëæåí ñäåëàòü íå ìåíüøå 5 âûñòðåëîâ.
Îòâåò: íå ìåíüøå 5.
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Ï ð è ì å ð  4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå ïðîèçîéäåò õîòÿ áû îäèí ðàç â òðåõ íåçàâèñèìûõ 
èñïûòàíèÿõ, ðàâíà 0,936. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ â îäíîì èñïûòàíèè, åñëè 
èçâåñòíî, ÷òî âî âñåõ èñïûòàíèÿõ âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ îäíà è òà æå.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû:
P(A(( ) = 1 – (1 – ð)n.
Ïî óñëîâèþ P(A(( ) = 0,936, n = 3, òîãäà
0,936 = 1 – (1 – ð)3; (1 – ð)3 = 0,064; 1 – ð = 0,4; ð = 1 – 0,4; ð = 0,6.
Îòâåò: 0,6.

6.2.7. Зависимые события

Äâà ñîáûòèÿ íàçûâàþò çàâèñèìûìè, åñëè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îäíîãî èç íèõ çàâèñèò îò 
ïîÿâëåíèÿ èëè íåïîÿâëåíèÿ âòîðîãî ñîáûòèÿ.

Ï ð è ì å ð .  Â ÿùèêå 100 äåòàëåé: 80 ñòàíäàðòíûõ è 20 íåñòàíäàðòíûõ. Íàóãàä áåðóò îäíó äå-
òàëü, íå âîçâðàùàÿ åå. Åñëè ïîÿâèëàñü ñòàíäàðòíàÿ äåòàëü (ñîáûòèå A), òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ 

ñòàíäàðòíîé äåòàëè ïðè âòîðîì èñïûòàíèè (ñîáûòèå B) P B( ) ;=
79

99
åñëè æå â ïåðâîì èñïûòàíèè 

âûíóò íåñòàíäàðòíóþ äåòàëü, òî âåðîÿòíîñòü P B( ) .=
80

99
Èòàê, âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ B

çàâèñèò îò ïîÿâëåíèÿ èëè íåïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A. Ñîáûòèÿ A è B — çàâèñèìûå.
Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B — çàâèñèìûå, è ñîáûòèå A óæå ïðîèçîøëî.
×èñëî, êîòîðîå âûðàæàåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè, ÷òî ñîáûòèå A óæå ïðîèçîøëî, 

íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ B îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ A è îáîçíà÷àåòñÿ P(B\A\\ ) èëè 
PAP (B).

Ïóñòü k — êîëè÷åñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A;
n — êîëè÷åñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íåêîòîðîãî èñïûòàíèÿ;
m — êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ B;
r — êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþr A ⋅ B (r ≤ k è r ≤ m).
Åñëè ñîáûòèå A ïðîèçîøëî, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçîøëî îäíî èç ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, 

êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A. Ïðè ýòîì ñîáûòèþ B ñïîñîáñòâóþò r è òîëüêîr r ñîáûòèé, êîòî-r
ðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A ⋅ B.

Ïîýòîìó P B
r
k

r
n
k
n

P A B
P AA ( )
( )

( )
,= = =

⋅
îòñþäà

P(A(( ⋅ B) = PAP (B) ⋅ P(A(( ).

Вероятность произведения зависимых событий
Òåîðåìà. Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ çàâèñèìûõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòè îä-

íîãî èç íèõ íà óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü âòîðîãî ñîáûòèÿ, åñëè ïåðâîå óæå ïðîèçîøëî.

Ï ð è ì å ð  1. Â óðíå 3 áåëûõ è 7 êðàñíûõ øàðèêîâ. Íàóãàä âûíèìàþò îäèí øàðèê, à ïîòîì 
âòîðîé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç âûíóòûõ øàðèêîâ ïåðâûé áóäåò áåëûì, à âòîðîé — êðàñ-
íûì.

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A — «ïåðâûì âçÿò áåëûé øàðèê», P A( ) .=
3

10
Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé èç øàðèêîâ áóäåò êðàñíûì (ñîáûòèå B), íàéäåíà ïðè óñëîâèè, 

÷òî ïåðâûé — áåëûé, òî åñòü óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà P BA ( ) .=
7

9

6.2. Вероятность событий: вычисление вероятности событий на основе подсчета числа исходов
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Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé çàâèñèìûõ ñîáûòèé ðàâíà:

P A B P A P BA( ) ( ) ( ) .⋅ = ⋅ = ⋅ =
3

10

7

9

7

30

Îòâåò:
7

30
.

6.2.8. Независимые испытания. Схема Бернулли

Âçàèìíî íåçàâèñèìûìè íàçûâàþòñÿ òàêèå èñïûòàíèÿ, â êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ðåçóëüòàòà êàæ-
äîãî èç íèõ íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèå ðåçóëüòàòû èìåþò èëè áóäóò èìåòü îñòàëüíûå èñïûòàíèÿ.

Ìíîãèå çàäà÷è â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåé ñõåìå, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ 
ñõåìîé Áåðíóëëè: ïðîèñõîäèò n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáûòèå A ìîæåò 
ñëó÷èòüñÿ èëè íå ñëó÷èòüñÿ. Âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì èñïûòàíèè îäèíàêîâà 
è ðàâíà ð, à âåðîÿòíîñòü íåâûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ A q = 1 – p. Íåîáõîäèìî íàéòè âåðîÿòíîñòü Pm, n

òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ñëó÷èòñÿ m ðàç â ýòèõ n èñïûòàíèÿõ.
Èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè:

P C p qm n n
m m n m

, .= ⋅ −

Выведение формулы Бернулли

Âåðîÿòíîñòü îäíîãî ñëîæíîãî ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ ñîáûòèå A ñëó-
÷èòñÿ m ðàç è íå ñëó÷èòñÿ n – m ðàç, ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñèìûõ ñî-
áûòèé ðàâíà pmqn–m.

Òàêèõ ñëîæíûõ ñîáûòèé ìîæåò áûòü ñòîëüêî, ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü êîìáèíàöèé èç n ýëå-
ìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ, òî åñòü Cn

m.
Òàê êàê ýòè ñëîæíûå ñîáûòèÿ íåñîâìåñòèìû, òî ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íåñîâìåñ-

òèìûõ ñîáûòèé èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé âñåõ âîçìîæíûõ ñëîæíûõ ñîáû-
òèé. Òàê êàê âåðîÿòíîñòü âñåõ ñëîæíûõ ñîáûòèé îäèíàêîâà, òî èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü (ñëó÷èòñÿ m
ðàç ñîáûòèå A â n èñïûòàíèÿõ) ðàâíà âåðîÿòíîñòè îäíîãî ñëîæíîãî ñîáûòèÿ pmqn–m, óìíîæåííîé 
íà èõ ÷èñëî Cn

m, òî åñòü

P C p qm n n
m m n m

, = ⋅ −

èëè

P
n

m n m
p qm n

m n m
,

!

!( ) !
.=

−
−

óñòàíîâëåííîé íîðìû, ðàâíà 0,75. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â áëèæàéøèå 6 ñóòîê ðàñõîä 
ýëåêòðîýíåðãèè íà ïðîòÿæåíèè 4 ñóòîê íå ïðåâûñèò íîðìû.

Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñõîäà ýëåêòðîýíåðãèè íà ïðîòÿæåíèè êàæäûõ 6 ñóòîê 
ïîñòîÿííà è ðàâíà ð = 0,75. Èòàê, âåðîÿòíîñòè ïåðåðàñõîäà ýëåêòðîýíåðãèè â êàæäûå ñóòêè òàêæå 
ïîñòîÿííû è ðàâíû

q = 1 – p = 1 – 0,75 = 0,25.
Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè ðàâíà

P C p q C p q4 5 6
5 4 2

6
2 4 2 4 26 5

1 2
0 75 0 25 0 30, ( , ) ( , ) , .= = =

⋅
⋅

⋅ ⋅ =
Îòâåò: 0,30.

Ï ð è ì å ð  2. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè äåñÿòè áðîñêàõ èãðàëüíîãî êóáèêà 3 î÷êà âû-
ïàäåò 2 ðàçà?



341

Ðåøåíèå. Â ýòîé çàäà÷å n = 10, m = 2, p =
1

6
, q p= − = − =1 1

1

6

5

6
, è òîãäà

P C2 10 10
2

2 3 8

10

1

6

5

6

10 9

1 2

5

6
0 29, , .= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⋅ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
⋅

⋅
⋅ ≈

Îòâåò: ≈ 0,29.

6.2.9. Статистическое определение вероятности

Âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ ìû îïðåäåëèëè êàê îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ñîáûòèé, êîòîðûå 
ñïîñîáñòâóþò ýòîìó ñîáûòèþ, ê êîëè÷åñòâó âñåõ ðàâíîâîçìîæíûõ íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé, îáðà-
çóþùèõ ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé âî âðåìÿ îïðåäåëåííîãî èñïûòàíèÿ. Òàêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿò-
íîñòè íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì.

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè èìååò îïðåäåëåííûå íåäîñòàòêè, à èìåííî:
1) ñ ïîìîùüþ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ìîæíî âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî êîëè-

÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé;
2) â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îïðåäåëåíèå èñïîëüçîâàòü íåâîç-

ìîæíî;
3) âû÷èñëåíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èíîãäà î÷åíü ãðîìîçäêîå;
4) âûâîä î ðàâíîâîçìîæíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé äåëàåòñÿ áåç ëîãè÷åñêèõ îáîñíîâàíèé.
Ïîýòîìó íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ïîëüçóþòñÿ òàêæå ñòàòèñòè÷åñêèì îïðåäåëåíè-

åì âåðîÿòíîñòè.
Ïðîâåäåì èñïûòàíèå — ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû. Âî âðåìÿ îäíîðàçîâîãî ïðîâåäåíèÿ èñïûòàíèÿ 

ìû íèêàêèõ çàêîíîìåðíîñòåé íå çàìåòèì. Çàêîíîìåðíîñòè íà÷èíàþò âûÿâëÿòüñÿ òîãäà, êîãäà 
ýêñïåðèìåíò âûïîëíÿþò ìíîãî ðàç â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýê-
ñïåðèìåíòîâ ñ ïîäáðàñûâàíèåì ìîíåòû, ïðîâåäåííûõ ðàçíûìè èññëåäîâàòåëÿìè.

Èññëåäîâàòåëü Æ. Áþôôîí Î. äå Ìîðãàí Ê. Ïèðñîí Â. Ôåëëåð Ó. Äæåâîíñ Â. Ðîìàíîâñêèé

Êîëè÷åñòâî 
ïîäáðàñûâàíèé 
ìîíåòû — n

4040 4092 12 000 10 000 20 450 50 640

Êîëè÷åñòâî âûïà-
äàíèé ãåðáà — m

2048 2048 6019 4979 10 379 40 151

Îòíîøåíèå 
m
n

0,5069 0,5005 0,5010 0,4979 0,5068 0,4979

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî îòíîøåíèå 
m
n

, òî åñòü îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà âûïàäàíèé ãåðáà ê îá-

ùåìó êîëè÷åñòâó áðîñêîâ ìîíåòû, êîëåáëåòñÿ îêîëî ÷èñëà 0,5. Äàííûå òàáëèöû ïîêàçûâàþò, êàê 
ïðåäâèäåíèå òîãî, ÷òî ãåðá âûïàäåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5, õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ èññëåäîâàíèåì.

Äàäèì ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.
Ïóñòü n — êîëè÷åñòâî âñåõ èñïûòàíèé â îòäåëüíîé ñåðèè èñïûòàíèé, à m — êîëè÷åñòâî òåõ 

èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A. Îòíîøåíèå 
m
n

 íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé 

ñîáûòèÿ A â äàííîé ñåðèè èñïûòàíèé. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî â ðàçíûõ ñåðèÿõ èñïûòàíèé ñîîòâåòñòâóþ-

ùèå ÷àñòîòû
m
n

 äëÿ áîëüøèõ n ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, êîëåáëÿñü îêîëî íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî 

çíà÷åíèÿ P(A(( ), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ:

P A
m
n

( ) ,=  èëè P A
m
nn

( ) lim .=
→∞

6.2. Вероятность событий: вычисление вероятности событий на основе подсчета числа исходов
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Ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â áèîëîãèè, ìåäèöèíå, èíæåíåð-

íîì äåëå, ýêîíîìèêå è äðóãèõ íàóêàõ.

Ï ð è ì å ð .  Êîëè÷åñòâî ðûá â îçåðå íåèçâåñòíî. Èç îçåðà ïîéìàëè n ðûá è ïîìåòèëè èõ, à çàòåì 

âûïóñòèëè â îçåðî. ×åðåç íåñêîëüêî äíåé â òàêóþ æå ïîãîäó ñíîâà çàáðîñèëè íåâîä è â íåì îêàçà-

ëîñü m ðûá, èç êîòîðûõ k ïîìå÷åííûõ. Óêàæèòå ïðèáëèçèòåëüíîå êîëè÷åñòâî ðûá â îçåðå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A — «ïîéìàííàÿ ðûáà ïîìå÷åíà», òîãäà P A
k
m

( ) .=  Íî åñëè â îçåðå 

x ðûá, ñðåäè êîòîðûõ n ðûá ïîìå÷åíû, òî P A
n
x

( ) .= Èòàê, 
k
m

n
x

= ,  îòñþäà x
mn
k

= .

Îòâåò:
mn
k

.

6.2.10. Закон больших чисел

Íà ïðàêòèêå íåðåäêî áûâàåò òðóäíî îïðåäåëèòü, êàêîâà âåðîÿòíîñòü êàêîãî-íèáóäü ñîáûòèÿ. 

Â òî æå âðåìÿ ìîæíî íà îñíîâàíèè èñïûòàíèé (íàáëþäåíèé) ñêàçàòü, êàêîâà ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ 

ñîáûòèÿ, åñëè îäíî è òî æå èñïûòàíèå ïîâòîðÿåòñÿ ìíîãî ðàç.

Åùå ßêîá Áåðíóëëè (1654–1705), èçâåñòíûé øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê, çàìåòèë ñëåäóþùóþ 

èíòåðåñíóþ çàêîíîìåðíîñòü, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå «çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë»: ÷åì áîëüøå âû-

ïîëíÿåòñÿ îäíîòèïíûõ èñïûòàíèé, òåì áëèæå ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ ê âåðîÿòíîñòè ýòîãî 

ñîáûòèÿ. Òî÷íåå, òåîðåìà Áåðíóëëè óòâåðæäàåò: åñëè â ðÿäå èñïûòàíèé âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî 

ñîáûòèÿ îñòàåòñÿ äëÿ êàæäîãî èñïûòàíèÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ð, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êî-

ëè÷åñòâå èñïûòàíèé ïðàêòè÷åñêè âåðîÿòíî, ÷òî ÷àñòîòà
m
n

 ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ îòëè÷àåòñÿ îò åå 

âåðîÿòíîñòè ìåíüøå, ÷åì íà ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî ε > 0.

Èòàê, òåîðåìà Áåðíóëëè ìàòåìàòè÷åñêè ïîäòâåðæäàåò íàøó èíòóèòèâíóþ óáåæäåííîñòü â òîì, 

÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå èñïûòàíèé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî
m
n

p≈ .

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ íåèçâåñòíà, çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ïîçâîëÿåò ïðèíÿòü çà 

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ åå ÷àñòîòó, âû÷èñëåííóþ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå èñïûòàíèé.

Ï ð è ì å ð .  Ðàññìàòðèâàÿ äàííûå î ðîæäåíèè äåòåé, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: ÷àñòîòà ðîæäåíèÿ 

ìàëü÷èêîâ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå íàáëþäåíèé çà ðîæäàåìîñòüþ áëèçêà ê ÷èñëó 

0,511, ïîýòîìó ýòî ÷èñëî è ïðèíèìàåòñÿ çà âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà. Çíàíèå ýòîé âåðîÿò-

íîñòè ïîçâîëÿåò äåëàòü äåìîãðàôè÷åñêèå ïðîãíîçû.

Решение задач
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé îäíîãî ñîáûòèÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî äðóãîå ïðî-

èçîøëî, èñïîëüçóþò îïðåäåëåííûé àëãîðèòì.

1. Îáîçíà÷èòü âñå ñîáûòèÿ, î êîòîðûõ èäåò ðå÷ü â çàäà÷å.

2. Âûÿñíèòü è çàïèñàòü ñèìâîëàìè òî, ÷òî èçâåñòíî ïî óñëîâèþ çàäà÷è, è òî, ÷òî íåîáõîäèìî 

íàéòè.

3. Âûðàçèòü ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî íåîáõîäèìî íàéòè, ÷åðåç ñîáûòèÿ, âåðîÿòíîñòè 

êîòîðûõ èçâåñòíû èëè èõ ëåãêî ìîæíî íàéòè.

4. Âû÷èñëèòü èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü, èñïîëüçóÿ èçó÷åííûå òåîðåìû, îïðåäåëåíèÿ.

Ï ð è ì å ð .  Â øêàòóëêå ëåæàò 6 øàðîâ, 3 èç êîòîðûõ — êðàñíûå. Íàóãàä âçÿòû 2 øàðà. Êàêîâà 

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà øàðà — êðàñíûå?



Ðåøåíèå.
1 ñïîñîá
Ïóñòü ñîáûòèå A — «âçÿòûå äâà øàðà — êðàñíûå»; n — êîëè÷åñòâî âîçìîæíîñòåé âûáîðà äâóõ 

øàðîâ èç øåñòè, n C= 6
2; m — êîëè÷åñòâî âîçìîæíîñòåé âûáîðà äâóõ êðàñíûõ øàðîâ èç òðåõ, 

m C= 3
2, òîãäà

P A
m
n

C

C
( ) .= = =

⋅
⋅

⋅
⋅
⋅

=3
2

6
3

3 2

1 2

1 2

6 5

1

5

Îòâåò:
1

5
.

2 ñïîñîá
Ïóñòü ñîáûòèå A — «ïåðâûé âçÿòûé øàð — êðàñíûé»,A P A( ) ;= =

3

6

1

2
ñîáûòèå B — «âòîðîé âçÿ-

òûé øàð — êðàñíûé», P B( ) ;=
2

5
ñîáûòèå C — «îáà âçÿòûõ øàðà — êðàñíûå», òîãäà C = A ⋅ B.

P C P A P B( ) ( ) ( ) .= ⋅ = ⋅ =
1

2

2

5

1

5
1

5
.
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Примеры заданий ЕГЭ по теме 6.2.
«Вероятность событий»

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â18 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿ-
òè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü áåç óêàçàíèÿ åäèíèö èçìåðåíèÿ. 

Â1. Èãðàëüíûé êóáèê áðîñàþò äâàæäû. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øåñòåðêà 
âûïàäåò òîëüêî îäèí ðàç?

Â2. Èç 10 èçãîòîâëåííûõ äåòàëåé 3 äåòàëè îêàçàëèñü ñ äåôåêòàìè. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáðàííûå íàóãàä 2 äåòàëè áóäóò áåç äåôåêòîâ?

Â3. Äâà îõîòíèêà ñòðåëÿþò îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïî ìèøåíè. 
Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 0,7 è 0,8. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî îáà îõîòíèêà ïîïàäóò â ìèøåíü?

Â4. Â êîðîáêå 5 áåëûõ è 7 ÷åðíûõ øàðîâ. Èç êîðîáêè íàóãàä âûáèðàþò øàð. Êà-
êîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò øàð áåëûì?

Â5. Â êîðîáêå 6 áåëûõ è 5 ÷åðíûõ øàðîâ. Èç êîðîáêè âûíèìàþò îäèí øàð è îò-
êëàäûâàþò åãî â ñòîðîíó, îí îêàçûâàåòñÿ áåëûì. Ïîñëå ýòîãî èç êîðîáêè 
âûíèìàþò åùå îäèí øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí òîæå îêàæåòñÿ 
áåëûì?

Â6. Êóá, âñå ãðàíè êîòîðîãî ðàñêðàøåíû, ðàçðåçàëè íà 1000 ðàâíûõ êóáèêîâ. 
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âûáðàííûé êóáèê èìååò òîëüêî äâå ðàñ-
êðàøåííûå ãðàíè?

Â7. Äâà îõîòíèêà ñòðåëÿþò îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïî ìèøåíè. 
Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 0,7 è 0,8. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî ëèøü îäèí èç îõîòíèêîâ ïîïàäåò â öåëü?

Â8. Â äâóõ ÿùèêàõ íàõîäÿòñÿ äåòàëè: â ïåðâîì — 10 (èç íèõ 3 ñòàíäàðòíûå), 
à âî âòîðîì — 15 (èç íèõ 6 ñòàíäàðòíûå). Èç êàæäîãî ÿùèêà íàóãàä áåðóò ïî 
îäíîé äåòàëè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ äåòàëåé îêà-
æåòñÿ õîòÿ áû îäíà ñòàíäàðòíàÿ?

Â9. Òðîå ñòðåëêîâ, äëÿ êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â öåëü ñîîòâåòñòâåííî 
ðàâíû 0,8, 0,75 è 0,7, äåëàþò ïî îäíîìó âûñòðåëó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî òîëüêî äâà èç ñòðåëêîâ ïîïàäóò â öåëü?

Â10. Òðîå ñòðåëêîâ, äëÿ êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ñîîòâåòñòâåííî 
ðàâíà 0,8, 0,75 è 0,7, äåëàþò ïî îäíîìó âûñòðåëó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî òîëüêî îäèí èç íèõ ïîïàäåò â öåëü?

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8

Â9

Â10
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Â11. Â äâóõ ÿùèêàõ íàõîäÿòñÿ äåòàëè: â ïåðâîì — 10 (èç íèõ 3 ñòàíäàðòíûå), 
à âî âòîðîì — 15 (èç íèõ 6 ñòàíäàðòíûå). Èç êàæäîãî ÿùèêà íàóãàä áåðóò ïî 
îäíîé äåòàëè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ äåòàëåé îêà-
æåòñÿ õîòÿ áû îäíà íåñòàíäàðòíàÿ?

Â12. Èìååòñÿ ïÿòü îòðåçêîâ äëèíîé 1, 3, 4, 7 è 9 ñì. Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî èç òðåõ íàóãàä âûáðàííûõ îòðåçêîâ (èç äàííûõ ïÿòè) ìîæíî ïîñòðîèòü 
òðåóãîëüíèê?

Â13. Òðîå ñòðåëêîâ, äëÿ êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ñîîòâåòñòâåííî 
ðàâíû 0,8, 0,75 è 0,7, äåëàþò ïî îäíîìó âûñòðåëó. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî õîòÿ áû îäèí èç ñòðåëêîâ ïîïàäåò â öåëü?

Â14. Â ÿùèêå 4 áåëûõ, 5 êðàñíûõ è íåñêîëüêî ñèíèõ øàðîâ. Íàéäèòå îáùåå êîëè-
÷åñòâî øàðîâ â ÿùèêå, åñëè âåðîÿòíîñòü âûíóòü íàóãàä ñèíèé øàð ðàâíà 
0,25.

Â15. Â ñóìêå ëåæàò ÿáëîêè, ñðåäè íèõ 8 êðàñíûõ, îñòàëüíûå — æåëòûå. Íàéäèòå 
êîëè÷åñòâî æåëòûõ ÿáëîê, åñëè âåðîÿòíîñòü âûíóòü èç ñóìêè íàóãàä êðàñíîå 
ÿáëîêî ðàâíà 0,4.

Â16. Îòäåë äîñòàâêè ïèööåðèè ïîëó÷èë çàêàç íà ôèðìåííóþ ïèööó è äðóãèå òðè 
âèäà ïèööû, ïðè÷åì 80 % êëèåíòîâ çàêàçàëè ôèðìåííóþ ïèööó. Îïðåäåëèòå 
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè äâóõ íàóãàä âûáðàííûõ çàêàçîâ áóäåò òîëüêî 
îäèí íà ôèðìåííóþ ïèööó.

Â17. Ó÷àñòíèêó òåëåâèçèîííîãî øîó ðàçðåøàåòñÿ îòêðûòü ëþáûå äâà ñåéôà èç 
ïÿòè ïðåäëîæåííûõ (â äâóõ èç íèõ ëåæàò ïðèçû, îñòàëüíûå — ïóñòûå). Îï-
ðåäåëèòå âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ äâóõ ïðèçîâ.

Â18. Âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî ïðîõîæäåíèÿ âî II òóð «Åâðîâèäåíèÿ» äâóõ ìóçû-
êàëüíûõ ãðóïï ðàâíà 0,6 è 0,7 ñîîòâåòñòâåííî. Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî îáå ãðóïïû íå ïðîéäóò âî II òóð.

Â11

Â12

Â13

Â14

Â15

Â16

Â17

Â18
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6.3. Решение практических задач: анализ диаграмм и графиков,
анализ информации статистического характера

6.3.1.Понятие о статистике и ее методах. Статистические таблицы

Îáúåêòèâíûé àíàëèç ëþáûõ ìàññîâûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ òðåáóåò íàó÷íûõ ìåòîäîâ ñáîðà, 
îáðàáîòêè äàííûõ è èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ñòàòèñòèêà — íàóêà, êîòîðàÿ ñîáè-
ðàåò, îáðàáàòûâàåò è èçó÷àåò äàííûå, ñâÿçàííûå ñ ðàçíûìè ìàññîâûìè ÿâëåíèÿìè, ïðîöåññàìè, 
ñîáûòèÿìè. Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ñòàòèñòèêè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êîëè÷åñòâåííîé ñòîðîíû ýòèõ ÿâ-
ëåíèé. Ñòàòèñòèêà ó÷èò, êàê ïðîàíàëèçèðîâàòü èíôîðìàöèþ, âûÿâèòü è îöåíèòü çàêîíîìåðíîñòè 
ôîðìèðîâàíèÿ, ðàçâèòèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ ñëîæíûõ ïî ñâîåé ïðèðîäå ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ 
ÿâëåíèé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà — ðàçäåë ìàòåìàòèêè, ïîñâÿùåííûé ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòîäàì 
ñèñòåìàòèçàöèè, îáðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ íàó÷íûõ è ïðàêòè÷åñ-
êèõ âûâîäîâ. Åå øèðîêî èñïîëüçóþò ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå äèñöèïëèíû è äðóãèå îòðàñëè, 
à èìåííî: àñòðîíîìèÿ (ðàñïðåäåëåíèå è äâèæåíèå çâåçä â íåáåñíîì ïðîñòðàíñòâå), ôèçèêà (òåðìî-
äèíàìèêà), áèîëîãèÿ (çàêîíû íàñëåäñòâåííîñòè), ãèäðîëîãèÿ (ïðîãíîç ïîãîäû), èíäóñòðèÿ (êîíò-
ðîëü êà÷åñòâà èçäåëèé) è äð.

Ïåðâûì ýòàïîì ëþáîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñáîð èíôîðìàöèè, à èìåííî ñòàòèñòè÷åñêîå 
íàáëþäåíèå.

Ñòàòèñòè÷åñêîå íàáëþäåíèå — ýòî ñïëàíèðîâàííûé, íàó÷íî îðãàíèçîâàííûé ñáîð ìàññîâûõ 
äàííûõ î ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ è ïðîöåññàõ.

Ïðèìåðàìè ñòàòèñòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ìîãóò áûòü: åæåäíåâíûé ó÷åò ïîñåùåíèÿ; ó÷åò óñ-
ïåâàåìîñòè çà ñåìåñòð; ïåðåïèñü íàñåëåíèÿ; àíêåòèðîâàíèå; ñïèñîê ðåëèãèîçíûõ îáùèí ñòðàíû; 
èññëåäîâàíèå ôèíàíñîâîé äåÿòåëüíîñòè èíâåñòèöèîííîé êîìïàíèè; ðåãèñòðàöèÿ áðàêîâ â çàãñàõ; 
îïðîñ îòäåëüíûõ ó÷àñòíèêîâ ïðåçåíòàöèè; ó÷åò ÷èñëà çàðåãèñòðèðîâàííûõ ïðåñòóïëåíèé; ðåãèñò-
ðàöèÿ óðîâíÿ öåí íà ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûå ïðîäóêòû; òåëåôîííûé îïðîñ è äð.

Íà ñõåìå ïðåäñòàâëåíû ðàçíûå âèäû ñòàòèñòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé.

Âèäû ñòàòèñòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé

Ïî âðåìåííîìó 
ïðèçíàêó

òåêóùèå

ïåðèîäè÷åñêèå

îäèíî÷íûå

Ïî ñïîñîáó 
îðãàíèçàöèè

îò÷åòíûå

ýêñïåäèöèîííûå

ñàìîâû÷èñëåíèå

Ïî ñòåïåíè ïîëíîòû îõâàòà
åäèíèö

ñïëîøíûå íåñïëîøíûå

âûáîðî÷íûå

àíêåòíûå

íàáëþäåíèå îñíîâ-
íîãî ìàññèâà

ìîíîãðàôè÷åñêîå
îïèñàíèå

Ñàìûì ðàñïðîñòðàíåííûì ñðåäè âèäîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå íà-
áëþäåíèå. Â ïðîöåññå âûáîðî÷íîãî íàáëþäåíèÿ èçó÷àåòñÿ òîëüêî ÷àñòü ñîâîêóïíîñòè, âûáðàííàÿ 
ñïåöèàëüíûì ìåòîäîì, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé. Âñþ ñîâîêóïíîñòü, èç êîòîðîé äåëàþò âû-
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áîðêó, íàçûâàþò ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòüþ. ×èñëî îáúåêòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè è âûáîð-

êè íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíîé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè è âåëè÷èíîé âûáîðêè.

Ï ð è ì å ð  1. Åñëè èç 1000 äåòàëåé îòîáðàíû äëÿ îáñëåäîâàíèÿ 100 äåòàëåé, òî âåëè÷èíà ãåíå-

ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè N = 1000, à âåëè÷èíà âûáîðêè n = 100.

Ï ð è ì å ð  2. Åñëè èç âñåõ 20 ìëí ðàáîòàþùèõ â Óêðàèíå îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ýêîíîìèñòû 

âûáðàëè 1000 ÷åëîâåê, òî âåëè÷èíà ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè N = 20 ìëí ÷åë., à âåëè÷èíà âû-

áîðêè n = 1000 ÷åë.

Èäåÿ âûáîðî÷íîãî íàáëþäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, àíàëèçèðóÿ îòîáðàííóþ îïðåäåëåííûì 

îáðàçîì ÷àñòü åäèíèö (îáúåêòîâ) âñåé ñîâîêóïíîñòè, ðàñïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàòû è âûâîäû íà âñþ 

ñîâîêóïíîñòü â öåëîì. Ñóòü âûáîðî÷íîãî íàáëþäåíèÿ óäà÷íî ïîÿñíèë îäèí èç äèðåêòîðîâ Èíñòè-

òóòà Ãåëëàïà: «…äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü âêóñ ñóïà, ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî ñúåñòü åãî ïîëíîñòüþ, 

íåîáõîäèìî õîðîøî ïåðåìåøàòü åãî è ïîïðîáîâàòü òîëüêî îäíó ëîæêó».

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïî âûáîðêå ìîæíî áûëî ñ óâåðåííîñòüþ ñäåëàòü âûâîä î âñåé ãåíåðàëüíîé 

ñîâîêóïíîñòè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû âûáîðêà äîñòàòî÷íî òî÷íî îòîáðàæàëà òî ñâîéñòâî îáúåêòîâ ãå-

íåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, êîòîðîå èçó÷àþò. Âûáîðêà äîëæíà áûòü ïðåäñòàâèòåëüíàÿ, òî åñòü îòáîð 

îáúåêòîâ â âûáîðêó ïðîèçâîäèòñÿ ñëó÷àéíî.

Â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿ ïîëó÷àþò ìàòåðèàë, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò îòäå-

ëüíûå ýëåìåíòû ñîâîêóïíîñòè. Ïîñëå ñâåäåíèÿ è ãðóïïèðîâêè ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ íàèáî-

ëåå ðàöèîíàëüíîãî è íàó÷íîãî âèäà èõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóþò ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû.

Ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû èìåþò ïîäëåæàùåå è ñêàçóåìîå. Ñòàòèñòè÷åñêîå ïîäëåæàùåå — ýòî 

ñïèñîê îòäåëüíûõ îáúåêòîâ èëè ãðóïï îáúåêòîâ. Ñòàòèñòè÷åñêîå ñêàçóåìîå — ýòî òå ïðèçíàêè èëè 

ïîêàçàòåëè, êîòîðûå õàðàêòåðèçèðóþò ñòàòèñòè÷åñêîå ïîäëåæàùåå.

Ïî ñòðóêòóðå ïîäëåæàùåãî ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïðîñòûå, ãðóïïîâûå 

è êîìáèíàöèîííûå.

Â òàáëèöàõ èíôîðìàöèÿ ïîäàåòñÿ êîìïàêòíî, â óäîáíîé äëÿ ñðàâíåíèÿ è àíàëèçà ôîðìå. Âèä 

òàáëèöû çàâèñèò îò öåëè è îñîáåííîñòåé îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ, îáúåìà èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå âìåñòî ñëîâà «äàííûå» èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí «âàðèàíòà». ×èñëî-

âóþ õàðàêòåðèñòèêó âàðèàíòû ïðè ýòîì íàçûâàþò ïðèçíàêîì. Âàðèàíòû, çàïèñàííûå â òàáëèöå â 

âîçðàñòàþùåì (óáûâàþùåì) ïîðÿäêå, íàçûâàþò âàðèàöèîííûì ðÿäîì. Âàðèàöèîííûå ðÿäû áûâà-

þò äèñêðåòíûìè è èíòåðâàëüíûìè.

Ïóñòü âûáîðî÷íûå äàííûå ñîäåðæàò m âàðèàíò x
1
, x

2
, …, xm, ïðè÷åì íåêîòîðûé ïðèçíàê 

Õ ïðèíÿë çíà÷åíèå x
1
n

1
ðàç, çíà÷åíèå x

1
— n

1
 ðàç, …, xm — m ðàç. Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå 

óêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç òà èëè èíàÿ âàðèàíòà âñòðå÷àåòñÿ, íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé.

Òàáëèöà, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ðÿäîì âàðèàíò è ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè, 

íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòíîé òàáëèöåé, èëè ñòàòèñòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

x
1

x
1

x
1

… xm

n
1

n
1

n
1

… nm

Çäåñü N — âåëè÷èíà âûáîðêè N = n
1
+ n

2
+ … + nm.

Ï ð è ì å ð .  Ïðîèçâîäèòåëÿì îäåæäû íåîáõîäèìî çíàòü, ñêîëüêî îäåæäû òîãî èëè èíîãî ðàçìåðà 

íåîáõîäèìî âûïóñêàòü. Îïðîñèëè 50 æåíùèí, èõ ðàçìåðû îäåæäû òàêèå: 44, 50, 48, 48, 52, 50, 

52, 48, 46, 50, 50, 52, 54, 46, 48, 48, 54, 52, 46, 50, 52, 48, 46, 50, 52, 50, 48, 50, 54, 48, 48, 50, 52, 

46, 52, 56, 50, 44, 56, 50, 52, 48, 56, 54, 46, 54, 50, 56, 54, 50. Ñîñòàâüòå ÷àñòîòíóþ òàáëèöó.

Îòâåò:

Ðàçìåð îäåæäû 44 46 48 50 52 54 56
Êîëè÷åñòâî æåíùèí 2 6 10 13 9 6 4
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6.3.2. Ряд распределения. Наглядное изображение статистического распределения

Ïóñòü èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñäåëàíà âûáîðêà, ïðè÷åì x
1
 íàáëþäàëîñü n

1
ðàç, x

2
—

n
2

ðàç, x
3

— n
3

ðàç, …, xm — nm è n
1

+ n
2
 + … + nm = N — îáúåì âûáîðêè. Çíà÷åíèÿ x

1
, x

2
, …, xm

íàçûâàþò âàðèàíòàìè, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âàðèàíò, çàïèñàííûõ â âîçðàñòàþùåì (óáûâàþùåì) 
ïîðÿäêå, — âàðèàöèîííûì ðÿäîì. ×èñëî íàáëþäåíèé n

1
, n

2
, …, nm íàçûâàþò ÷àñòîòàìè, à èõ îòíî-

øåíèÿ ê îáúåêòó âûáîðêè
n

N
p1

1= ,
n

N
p2

2= ,  …,
n

N
pm

m=  — îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè. Îòìåòèì, 

÷òî ñóììà îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ðàâíà åäèíèöå:

p p p
n

N

n

N

n

N

n n n

N
N
Nm

m m
1 2

1 2 1 2 1+ + + = + + + =
+ + +

= =... ...
...

.

Ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðêè íàçûâàåòñÿ ñïèñîê âàðèàíò è ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èì ÷àñòîò èëè îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò.

Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàäàòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ è ñîîòâåòñ-
òâóþùèõ èì ÷àñòîò.

Ï ð è ì å ð  1. Ïåðåéäèòå îò ÷àñòîò ê îòíîñèòåëüíûì ÷àñòîòàì â ñëåäóþùåì ðàñïðåäåëåíèè âû-
áîðêè îáúåìîì N = 20.

Âàðèàíòà x
1

2 6 12

×àñòîòà n
1

3 10 7

Ðåøåíèå. Íàéäåì îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû:

p1

3

20
0 15= = , ; p2

10

20
0 50= = , ; p3

7

20
0 35= = , .

Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå.

Âàðèàíòà x
1

2 6 12

Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ð
1

0,15 0,50 0,35

Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóþò ïîëèãîíû è ãèñ-
òîãðàììû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèãîíà íà îñè ÎÕ îòêëàäûâàþò çíà÷åíèÿ âàðèàíò x
1
, à íà îñè îðäè -

íàò — çíà÷åíèÿ ÷àñòîò n
1
.

Òî÷êè (x
1
; n

1
) ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè ïðÿìûõ è ïîëó÷àþò ïîëèãîí ÷àñòîò.

Ï ð è ì å ð  2. Ïîñòðîéòå ïîëèãîí ÷àñòîò è ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ èç ïðèìåðà 1.

Íà ðèñóíêå à ïîñòðîåí ïîëèãîí ÷àñòîò, à íà ðèñóíêå á — ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò. Â ñëó-
÷àå èíòåðâàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ñòðîèòü ãèñòîãðàììó, äëÿ ÷åãî èíòåðâàë, â êîòî-
ðîì íàõîäÿòñÿ âñå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîãî ïðèçíàêà, ðàçáèâàþò íà íåñêîëüêî èíòåðâàëîâ äëèíîé h
è íàõîäÿò äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà n

1
 — ñóììó ÷àñòîò âàðèàíò, êîòîðûå ïîïàëè â i-é èíòåðâàë.

n

x
0

3

7

10

2 6 12

n

x
0

3

7

1

2 6 12

à á



Óðîæàéíîñòü, ö/ãà 21–23 23–25 25–27 27–29 29–31 31–33 33–35 Âñåãî

Ïëîùàäü, ãà 100 150 250 300 150 250 150 1200

Ãèñòîãðàììîé ÷àñòîò íàçûâàþò ñòóïåí÷àòóþ ôèãóðó, êîòî-
ðàÿ ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îñíîâàíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿ-

þòñÿ èíòåðâàëû äëèíîé h, à âûñîòà ðàâíà îòíîøåíèþ 
n

h
i .  Ïëî-

ùàäü i-ãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà
h n

h
ni

i

⋅
= .

Èòàê, ïëîùàäü ãèñòîãðàììû ðàâíà ñóììå âñåõ ÷àñòîò, òî 
åñòü îáúåìó âûáîðêè.

Ïîñòðîèì ãèñòîãðàììó ïî äàííûì òàáëèöû.

6.3.3. Мода и медиана. Средние значения

Âûáîðêà õàðàêòåðèçóåòñÿ öåíòðàëüíûìè òåíäåíöèÿìè: ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ìîäîé è ìåäèà-
íîé. Äàäèì îïðåäåëåíèå êàæäîé èç íèõ. Ñðåäíèì çíà÷åíèåì âûáîðêè íàçûâàåòñÿ ñðåäíåå àðèô-
ìåòè÷åñêîå âñåõ åå çíà÷åíèé:

x
x x x

n
n=

+ + +1 2 ...
, èëè x

n
xi

i

n

=
=
∑1

1

.

Ìîäà âûáîðêè — ýòî òî åå çíà÷åíèå, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå âñåãî. Îáîçíà÷àåòñÿ Ìî. Ìåäè-
àíà âûáîðêè — ýòî ÷èñëî, êîòîðîå «ðàçäåëÿåò ïîïîëàì» óïîðÿäî÷åííóþ ñîâîêóïíîñòü âñåõ çíà-
÷åíèé âûáîðêè, òî åñòü ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà ïåðåìåííîãî ïðèçíàêà, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â ñåðåäèíå 
ðÿäà, ðàñïîëîæåííîãî â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ ïðèçíàêà. Îáîçíà÷àþò Ìâ.

Ï ð è ì å ð .  Ïóñòü äàíà âûáîðêà: 2, 3, 4, 4, 6, 6, 6, 7, 7, 8. Íàéäåì öåíòðàëüíûå òåíäåíöèè âû-
áîðêè.

Ðåøåíèå. Ìîäà äàííîé âûáîðêè Ìî = 6, òàê êàê ÷èñëî 6 âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå âñåãî.
Ñðåäíåå çíà÷åíèå âûáîðêè:

x =
+ + + + + + + + +

= =
2 3 4 4 6 6 6 7 7 8

10

53

10
5 3, .

Ìâ = 6, ïîòîìó ÷òî âûáîðêà èìååò ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé è åå ìåäè-
àíà ðàâíà ïîëóñóììå äâóõ åå ñðåäíèõ çíà÷åíèé:

Ìâ =
6 6

2
6

+
= .

x
0
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Тренировочные тестовые задания к разделу 6

«Элементы комбинаторики, статистики и теории вероятности»

Часть 1

Äàéòå êðàòêèé îòâåò. Äëÿ êàæäîãî èç çàäàíèé Â1–Â12 îòâåòîì ìî-
æåò ÿâëÿòüñÿ öåëîå ÷èñëî èëè ÷èñëî, çàïèñàííîå â âèäå äåñÿòè÷íîé
äðîáè.

Â1. Èãðàëüíûé êóáèê ïîäáðàñûâàþò äâàæäû. Îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 
ïðè äâóõ áðîñêàõ âûïàäåò ðàçíîå êîëè÷åñòâî î÷êîâ. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî 
ñîòûõ.

Â2. Â ïàðòèè èç 10 äåòàëåé 8 ñòàíäàðòíûõ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä 
âûáðàííûå 2 äåòàëè áóäóò ñòàíäàðòíûìè. Ðåçóëüòàò çàïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ 
äî ñîòûõ.

Â3. Èãðàëüíûé êóáèê ïîäáðàñûâàþò äâàæäû. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 
â ñóììå âûïàäåò 7 î÷êîâ. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå ñ òî÷íîñòüþ äî ñîòûõ.

Â4. Â ÿùèêå ëåæàò 8 áåëûõ è 12 êðàñíûõ îäèíàêîâûõ íà îùóïü øàðîâ. Íàóãàä 
âûáèðàþò 3 øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç íèõ áåëûé? 
Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî äåñÿòûõ.

Â5. Áåðóò íàóãàä òðåõçíà÷íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî îò 100 äî 999. Êàêîâà âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ áû äâå åãî öèôðû ñîâïàäóò?

Â6. Áðîñèëè ìîíåòó è èãðàëüíûé êóáèê. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî 
âûïàäàíèÿ ãåðáà íà ìîíåòå è ÷èñëà 6 íà èãðàëüíîì êóáèêå. Ðåçóëüòàò îêðóã-
ëèòå äî ñîòûõ.

Â7. Çàâîä âûïóñêàåò 95 % äåòàëåé ñòàíäàðòíûìè, ïðè÷åì èç íèõ 86 % — ïåðâî-
ãî ñîðòà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âçÿòàÿ èçãîòîâëåííàÿ äåòàëü 
ïåðâîãî ñîðòà.

Â8. Ìîíåòó áðîñèëè øåñòü ðàç. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãåðá âûïàäåò íå 
ìåíåå äâóõ ðàç. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå äî ñîòûõ.

Â1

Â2

Â3

Â4

Â5

Â6

Â7

Â8
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Â9. Â ìàãàçèí çàøëè 9 ïîêóïàòåëåé. Âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ ïîêóïêè êàæ-
äûì èç íèõ ðàâíà 0,4. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïÿòü èç íèõ ïðîèçâåäóò 
ïîêóïêó?

Â10. Íà÷åð÷åíî ïÿòü îòðåçêîâ äëèíîé 1, 3, 4, 7 è 9 ñì. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî èç òðåõ íàóãàä âûáðàííûõ îòðåçêîâ (èç äàííûõ ïÿòè) ìîæíî ïîñòðîèòü 
òðåóãîëüíèê.

Â11. Â øêàòóëêå ëåæàò 10 îäèíàêîâûõ ïî ôîðìå øàðîâ: 3 áåëûõ, 2 êðàñíûõ 
è 5 çåëåíûõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóãàä âûáðàííûé øàð íå áåëûé?

Â12. Èç ïîëíîãî íàáîðà äîìèíî (28 øòóê) âûíèìàåòñÿ íàóãàä îäíà êîñòî÷êà. ×åìó 
ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîñòî÷êà áóäåò èìåòü ñóììó òî÷åê áîëüøå 12?

Часть 2

Ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé Ñ1–Ñ5 òðåáóåòñÿ ïðèâåñòè ïîëíîå îáîñíî-
âàííîå ðåøåíèå è îòâåò.

Ñ1. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïåðâûì ñòðåëêîì ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 
0,8, à âòîðûì — 0,6. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òîëüêî îäèí èç ñòðåëêîâ 
ïîïàäåò â öåëü.

Ñ2. Èçäåëèÿ ñîäåðæàò 5 % áðàêà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ïÿòè èçäå-
ëèé áóäóò äâà áðàêîâàííûõ. Ðåçóëüòàò çàïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ äî òûñÿ÷íûõ.

Ñ3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè îäíîì âûñòðåëå ñòðåëîê ïîïàäåò â öåëü, ðàâíà 0,4. 
Ñêîëüêî âûñòðåëîâ äîëæåí ñäåëàòü ñòðåëîê, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 
0,9 îí ïîïàë â öåëü õîòÿ áû îäèí ðàç?

Ñ4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ÷åòûðåõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñîáûòèå 
A ïðîèçîéäåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ðàç, ðàâíà 0,59. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü íà-
ñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ A ïðè îäíîì èñïûòàíèè, åñëè âåðîÿòíîñòü âî âðåìÿ âñåõ 
èñïûòàíèé îäèíàêîâà. Ðåçóëüòàò îêðóãëèòå ñ òî÷íîñòüþ äî äåñÿòûõ.

Ñ5. Äëÿ òðåõ ñòðåëêîâ âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â öåëü ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,8; 
0,75 è 0,7. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òîëüêî îäèí èç ñòðåëêîâ ïîïàäåò â 
öåëü.

Â9

Â10

Â11

Â12
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Ответы к примерам заданий ЕГЭ

1.1. 1.2. 1.3. 1.4. 1.5. 2.1. 2.3. 2.4. 2.5.

Â1 1,5 9 3 0,5 397,2 1 2 –12 1

Â2 6 4 1,5 1 –100 –1 2 16 4

Â3 2 27 –2 0 4,2 4 1 0 3

Â4 2,5 0,5 0,5 1 615 3 3 –4 5

Â5 2 7 27 0,6 15 0 8 3 18

Â6 –12 1 2 0 1458 1 5 2,9 1

Â7 60 12 –2 10 512 4 2 4 4

Â8
16 6 0,75

77

85
9 –3 2 4 3

Â9
3 0,5 4

13

85

40

41
2 –3 –40 4

Â10 1 2 10 0 9 –36 –2 3,75 3

Â11 2,7 0,5 0,5 0 8 2 2 6 –13,75

Â12 –2 6 1,5 0 –3 5 14 2 –1

Â13 –0,5 10 2,5 0 825 –2 0 10 36

Â14 9 14 1,5 0 268 2 –5 1 5

Â15 0,72 11 –3 0,0625 345 12 62 –0,2 3

Â16 16 –12 1,5 0,125 8194 –0,25 2 –84 –1

Â17 3 0 0 0,5 2 8 2 0,2 –10

Â18 6 7 0,5 1,75 –0,5 0,5 –1 2

2.6. 2.7. 3.1. 3.2. 3.3. 3.4. 4.1. 4.2. 4.3.

Â1 2 2 –6 –1 2 2 12,5 6 4

Â2
1 –3 1 11 –2 2 0,0245 1

2

3
425

Â3 –3 3 0,6 4 0 3,75 4 6 6

Â4 –5 3 10 7 2 6,6 5 4 9

Â5 –6 –2 –1 10 0 0,75 20 1 000 000 25

Â6 7 4 4 1 2 6 4 50 000 32

Â7 1 6 2 7 –4 12,4 500 125 26

Â8 11 1 2 31 2 1 12 86,4 2

Â9 3 2 4 16 4 2 5600 0,005 10

Â10 8 10,1 90 0,5 0 24 9 12 12

Â11 –2 14 0 135 12 4,5 8 108 50

Â12 3 1 –2 1 3 0 1,5 16 39

Â13 5 –1 –1 10 3 68 20 3 10

Â14 –8 2 –1 36 –27 –45 20 7,74 12



Ответы к примерам заданий ЕГЭ и тренировочным тестовым заданиям 353

2.6. 2.7. 3.1. 3.2. 3.3. 3.4. 4.1. 4.2. 4.3.

Â15 15 –4 3 3 –1 4,5 64 5 20

Â16 9 1 3 –1 2 11,25 5 0,25 8

Â17 0 7 0,4 45 –4 18 2121,8 2 70

Â18 1 –3 2 1 2 0,5 156 2,75 60

Â19 1 1

Â20 7 4

Â21 2 1

Â22 4 –1

Â23 –9 0

Â24 2,25 1,5

Â25 2 2

Â26 2 –0,5

Â27 2 1,125

Â28 2 1

Â29 1,5 4

Â30 –2 –0,5

Â31 2 2

Â32 11 8

Â33 1 2,5

Â34 2 2

Â35 2,25 1,5

Â36 –2 7

5.1. 5.2. 5.3. 5.4. 5.5.1. 5.5.2. 5.6.1. 5.6.2. 5.6.3. 5.7. 6.1. 6.2.

Â1 4 120 10 9 10 3 8 24 12 4 120 0,278

Â2 12 60 20 3 3600 2 3 60 25 113,04 24 0,467

Â3 120 30 65 15 720 31 6 10 36 5 20 0,56

Â4 65 20 24 3 8 108 16 4 0,3 0,52 45 0,42

Â5 10 0,5 5 –10 2 10 25 45 100 0,64 120 0,5

Â6 1,5 60 5 5 6 1 48 9 36 1,5 36 0,096

Â7 2 72 60 –12 8 12 8 12 16 2,25 66 0,38

Â8 2 3 18 –2 20 3 9 72 24 3,6 210 0,58

Â9 13 5 13 135 6 3 32 0,75 11 1,3 10 0,425

Â10 2,5 10 6 1 60 3 8 25 9 3 20300 0,14

Â11 150 72 12 60 18 16 28 216 60 3 21 0,88

Â12 120 20 60 135 1 64 16 892 8 0,5 10 0,2

Â13 20 24 12 25 376 108 64 36 6 10 720 0,985

Â14 121 54 4,8 18 144 10 250 1,4 0,5 2 120 12
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5.1. 5.2. 5.3. 5.4. 5.5.1. 5.5.2. 5.6.1. 5.6.2. 5.6.3. 5.7. 6.1. 6.2.

Â15 70 135 104 2,25 40 108 0,75 0,6 1,5 40 15 12

Â16 13 45 2,4 90 210 10 16 8 26 9 72 0,32

Â17 20 60 120 60 120 20 50 16 1,8 2 4 0,1

Â18 24 3 4 7 4050 1,5 40 12 3 120 0,12

Â19 15

Â20 6

Â21 6

Â22 8

Â23 12

Â24 60

Â25 5

Â26 3

Â27 0,6

Â28 0,75

Â29 8

Â30 56

Â31 5

Â32 12

Â33 1,5

Â34 60

Â35 9

Â36 3

Ответы к тренировочным тестовым заданиям

Раздел 1

Â1 Â2 Â3 Â4 Â5 Â6 Â7 Â8 Â9 Â10 Â11 Â12

150 0 2 –0,96 1 2 0 1 5 0,75 3,2
π
6

Ñ1 9

Ñ2
96

1 96− x

Ñ3 4

Ñ4 a = –26, b = –24

Ñ5 –2

Ñ6
3

2 3 2 3

+
− + −

b
a ab b( )
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Раздел 2

Â1 Â2 Â3 Â4 Â5 Â6 Â7 Â8 Â9 Â10 Â11 Â11

2 6 1 6 16 0,5 –14 3 8 –4 5 12

Ñ1 1

Ñ2 πk, k ∈ Z

Ñ3 2

Ñ4

Ïðè a ≠ 0

x
a

a
n n= ± − + + + ∈1

2

1 16 1

4

2

arccos , ;π Ζ

Ïðè a = 0 x
n

n= + ∈π π
4 2

, Ζ

Ñ5
π π π
2

2+ ∈ ∈n n m m, ; ,Ζ Ζ

Ñ6
Ïðè a ∈ ( ; )0 5 x

a a
a

= + +4 2

2

2 25
;

Ïðè a ∈ [ ; ]0 5  êîðíåé íåò

Раздел 3

Â1 Â2 Â3 Â4 Â5 Â6 Â7 Â8 Â9 Â10 Â11 Â12

1 1 –1 –1 4,5 135 4,5 5,25 11 0 1 –0,5

Ñ1 [[log
0,5

6; –2]]

Ñ2 ÷åòíàÿ

Ñ3 [1; 3]

Ñ4 30

Ñ5 0

Ñ6 (1; 1)

Раздел 4

Â1 Â2 Â3 Â4 Â5 Â6 Â7 Â8 Â9 Â10 Â11 Â12

10,8 108 72 900 52 2,8 ò 41 0,75 1,2 50 48 48

Ñ1 576

Ñ2 28

Ñ3 25

Ñ4 ≈12,3

Ñ5 25

Ñ6 9,2



Раздел 5

Â1 Â2 Â3 Â4 Â5 Â6 Â7 Â8 Â9 Â10 Â11 Â12

1 12 12 9 ñì 30 1 110 360 15 6 56 10

Ñ1 3

Ñ2 8

Ñ3
7 17

24

2a

Ñ4
25

36

S

Ñ5
ab 2

4

Ñ6
10

7

Раздел 6

Â1 Â2 Â3 Â4 Â5 Â6 Â7 Â8 Â9 Â10 Â11 Â12

0,89 0,62 0,17 0,8 0,28 0,08 0,817 0,89 0,167 0,2 0,7 0

Ñ1 0,44

Ñ2 0,021

Ñ3 íå ìåíåå 5

Ñ4 0,2

Ñ5 0,14
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Инструкция по выполнению работы

Íà âûïîëíåíèå ýêçàìåíàöèîííîé ðàáîòû ïî ìàòåìàòèêå äàåòñÿ 4 ÷àñà (240 ìèí). 
Ðàáîòà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé è ñîäåðæèò 18 çàäàíèé.

×àñòü 1 ñîäåðæèò 12 çàäàíèé ñ êðàòêèì îòâåòîì (Â1–Â12) áàçîâîãî óðîâíÿ ïî 
ìàòåðèàëó êóðñà ìàòåìàòèêè. Îòâåòîì íà çàäàíèÿ ýòîé ÷àñòè ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ öå-
ëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü.

×àñòü 2 ñîäåðæèò 6 áîëåå ñëîæíûõ çàäàíèé (Ñ1–Ñ6) ïî ìàòåðèàëó êóðñà ìàòåìà-
òèêè. Ïðè èõ âûïîëíåíèè íàäî çàïèñàòü ïîëíîå ðåøåíèå è îòâåò.

Äëÿ ýêîíîìèè âðåìåíè ñîâåòóåì ïðîïóñêàòü çàäàíèÿ, êîòîðûå íå óäàåòñÿ âû-
ïîëíèòü ñðàçó. Åñëè ïîñëå âûïîëíåíèÿ ðàáîòû ó âàñ îñòàíåòñÿ âðåìÿ, òî ìîæíî 
âåðíóòüñÿ ê ïðîïóùåííûì çàäàíèÿì.

Çà êàæäûé ïðàâèëüíûé îòâåò â çàâèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè çàäàíèÿ è ïîëíîòû 
îòâåòà äàåòñÿ îäèí èëè áîëåå áàëëîâ. Áàëëû, ïîëó÷åííûå âàìè çà âûïîëíåííûå 
çàäàíèÿ, ñóììèðóþòñÿ. Ïîñòàðàéòåñü íàáðàòü êàê ìîæíî áîëüøå áàëëîâ.

Æåëàåì óñïåõà!
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Тренировочное тестовое задание 1

Часть 1

Îòâåòîì íà çàäàíèÿ Â1–Â12 äîëæíî áûòü öåëîå ÷èñëî èëè êîíå÷íàÿ äå-
ñÿòè÷íàÿ äðîáü. Îòâåò ñëåäóåò çàïèñàòü â áëàíê îòâåòîâ ¹ 1 ñïðàâà îò 
íîìåðà âûïîëíÿåìîãî çàäàíèÿ, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé êëåòî÷êè. Êàæäóþ öèô-
ðó, çíàê ìèíóñ è äåñÿòè÷íóþ çàïÿòóþ ïèøèòå â îòäåëüíîé êëåòî÷êå â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííûìè â áëàíêå îáðàçöàìè. Åäèíèöû èçìåðåíèé ïè-
ñàòü íå íóæíî.

Â1. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîð-
äèíàò è  äâå òî÷êè À è Ì, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êà-
ñàòåëüíîé, ïðîâåäåííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè y f x= ( )
â òî÷êå Ì. Íàéäèòå f '( )10 . 

Â2. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå óãëà ABF, åñëè òî÷êà F
ëåæèò íà îäíîé èç ñòîðîí AE, ED, CD èëè BC ïðà-
âèëüíîãî ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE (ñì. ðèñ.). Âåëè÷èíó
óãëà óêàæèòå â ãðàäóñàõ.

Â3. Òðîå ñ÷àñòëèâöåâ âûèãðàëè â ëîòåðåþ  ñóììû, îòíîñÿùèå-
ñÿ äðóã ê äðóãó êàê 3:4:6. Åñëè ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëü-
øèì è íàèìåíüøèì âûèãðûøåì ñîñòàâëÿåò 1,5 ìèëëèîíà 
ðóáëåé, òî ÷åìó ðàâåí âåñü ïðèçîâîé ôîíä ëîòåðåè â äàííîì ðîçûãðûøå? 
Ñóììó óêàæèòå â ìèëëèîíàõ.

Â4. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x x= + −30 12 81cos íà îòðåçêå 

−⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

3

2
0

π
; .

Â5. Íà äèàãðàììå (ñì. ðèñ.)  ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî ìóñîðà, ïåðåðàáîòàííîãî  íå-
êîòîðûì çàâîäîì â òå÷åíèè êàæäîãî ÷àñà 12 ìàÿ 2011 ãîäà. Ïî ãîðèçîíòàëè 
óêàçàíî âðåìÿ ðàáîòû â ÷àñàõ, ïî âåðòèêàëè — êîëè÷åñòâî ìóñîðà (â êã). 
Íàéäèòå ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ïåðåðàáîòàííîãî â ïåðèîä âðåìåíè  ñ 11.00 äî 
15.00 ýòîãî äíÿ ìóñîðà.
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Â6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2 50
25

8
x ⋅ = .

Â7. Ìîòîöèêëèñò è âåëîñèïåäèñò îäíîâðåìåííî âûåõàëè íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó èç 
ïóíêòîâ À è Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ñîñòàâëÿåò 56 êì, è âñòðåòèëèñü 
â ïóíêòå Ñ, ïîñëå ÷åãî ïðîäîëæèëè ñâîé ïóòü. Ðàññòîÿíèå îò ïóíêòà Ñ  äî 
ïóíêòà Â ìîòîöèêëèñò ïðîåõàë çà 24 ìèíóòû, à âåëîñèïåäèñò ïðåîäîëåë ðàñ-
ñòîÿíèå îò ïóíêòà Ñ äî ïóíêòà À çà 2 ÷àñà 30 ìèíóò. Íàéäèòå ñêîðîñòü ìîòî-
öèêëèñòà â êì/÷.

Â8. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñ êëåòêàìè ðàçìåðîì
1 ñì × 1 ñì  èçîáðàæåí ïÿòèóãîëüíèê (ñì.
ðèñ.). Íàéäèòå åãî ïëîùàäü â êâàäðàòíûõ
ñàíòèìåòðàõ. 

Â9. Íåêîòîðîå ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò ïðîäóê-
öèþ x  (òûñ. åäèíèö). Ïðè ýòîì ñóììà îá-
ùèõ åæåìåñÿ÷íûõ  ðàñõîäîâ âû÷èñëÿåòñÿ
ïî ôîðìóëå y x= +940 5 2,  òûñ. ðóáëåé.
Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî âûïóùåííîé  â îê-
òÿáðå 2010 ãîäà ïðîäóêöèè (â òûñ. åäèíèö),
åñëè îáùèå ðàñõîäû çà îêòÿáðü ñîñòàâèëè 1018 òûñ. ðóáëåé.

Â10. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè êóáà, îïèñàííîãî âîêðóã øàðà îáúåìîì  
32

3

π
ñì3. 

Â11. Ñåìüÿ èç òðåõ ÷åëîâåê ïëàíèðóåò çàêàçàòü íîìåð â îäíîì èç òðåõ îòåëåé è 
îïëàòèòü ïèòàíèå â ðåñòîðàíå îòåëÿ. Ñòîèìîñòü ïèòàíèÿ è ïðîæèâàíèÿ îäíî-
ãî ÷åëîâåêà â êàæäîì îòåëå ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Êàêóþ íàèìåíüøóþ ñóì-
ìó (â ðóáëÿõ) ïðèäåòñÿ çàïëàòèòü çà ïðîæèâàíèå â îòåëå â òå÷åíèå íåäåëè, 
âêëþ÷àÿ ïèòàíèå? 

Îòåëü Ïðîæèâàíèå â íîìåðå (ðóá. çà  
1 ÷åëîâåêà â  äåíü)

Ïèòàíèå (ðóá. íà îäíîãî
÷åëîâåêà â äåíü)

1 2000 400

2 1600 900

3 1700 600

Â12. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ
11

25
3

22 4 6

64 6 6

1

54 44
− ⋅

+
−

+
+

.
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Часть 2

Äëÿ çàïèñè ðåøåíèé è îòâåòîâ íà çàäàíèÿ Ñ1–Ñ6 èñïîëüçóéòå áëàíê îòâå-
òîâ ¹ 2. Çàïèøèòå ñíà÷àëà íîìåð âûïîëíÿåìîãî çàäàíèÿ, à çàòåì ïîëíîå 
îáîñíîâàííîå ðåøåíèå è îòâåò.

Ñ1. Íà ðèñóíêå ïðèâåäåí ãðàôèê ôóíêöèè y f x= ( ) , çàäàííîé íà ïðîìåæóòêå 

[ ; ]−7 7 . Íàéäèòå êîëè÷åñòâî êîðíåé óðàâíåíèÿ log ( )2 f x x= . 

x

y

Ñ2. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ áèññåêòðèñû BD è ÀÅ óãëîâ Â è À ïåðåñåêàþò-
ñÿ â òî÷êå Î. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû ÀÑ, åñëè AB = 12 , AO OE: := 3 2
è AD DC: := 6 7 .

Ñ3. Íàéäèòå âñå ïàðû x y;( ) , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåðàâåíñòâà

y y y xy x xy+ + − − ≤2 23 4 7 .

Ñ4. Äàíà ïðàâèëüíàÿ ÷åòûðåõóãîëüíàÿ ïèðàìèäà SABCD , ó êîòîðîé áîêîâîå ðåá-
ðî â äâà ðàçà áîëüøå ñòîðîíû îñíîâàíèÿ. Òî÷êà G ïðèíàäëåæèò ðåáðó SB , à 
òî÷êè E F K L, , ,  — ñåðåäèíû ðåáåð AD AS CS DC, , , ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå 

îòíîøåíèå ïëîùàäè ñå÷åíèÿ EFGKL  ê ïëîùàäè îñíîâàíèÿ ABCD .

C5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâíåíèå 

arccos 1 2 5 182+ −( ) = + −x a x a  èìååò ðåøåíèå.

Ñ6. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , ñîñòîÿùåå èç 2012 öèôð, êðàòíî 9. Ïóñòü õ — ñóììà 
öèôð ÷èñëà N , ó — ñóììà öèôð ÷èñëà õ, z — ñóììà öèôð ÷èñëà y. Íàéäèòå 
âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà z.
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Ñ1. 3 Ñ4.
5 2

8

Ñ2. 9 C5. a1 3 5= − , ; a2 2=

Ñ3. ( ; )0 0 ;
1

5

2

5
;

⎛
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⎞
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z = 9
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